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ïÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É
ÍÏÎÇÏÌØÓËÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

ì. ÷. òÁÄÚÉ×ÉÌÏ×ÓËÉÊ

ðÏÓÌÅ ÐÒÏÞÔÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÉ ×ÁÍ ÓÔÁÎÕÔ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á
ÍÎÏÇÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×. ÷ÓÅ ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ×ÙÔÅËÁÔØ × ÏÄÎÕ-Ä×Å ÓÔÒÏÞËÉ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ
ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÐÒÉÎÃÉÐÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ × ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ. ÷ÏÔ ÐÒÉÍÅÒÙ
ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÔÁÎÅÔ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ:

1. x5 +y5 + z5 > x3y2 +y3x2 + z3x2 (ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÞÉÓÌÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ).
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(16-Ê ôÕÒÎÉÒ çÏÒÏÄÏ×, ÏÓÅÎØ, ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ, ÓÔÁÒÛÉÅ ËÌÁÓÓÙ,
ÚÁÄÁÞÁ �4, ì. ä. ëÕÒÌÑÎÄÞÉË).
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7. äÁÎÁ ÔÁÂÌÉÃÁ n×n, ÚÁÐÏÌÎÅÎÎÁÑ ÞÉÓÌÁÍÉ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ: ×
ËÌÅÔËÅ, ÓÔÏÑÝÅÊ × i-Ê ÓÔÒÏËÅ É j-Í ÓÔÏÌÂÃÅ ÔÁÂÌÉÃÙ, ÚÁÐÉÓÁÎÏ ÞÉÓÌÏ
(i + j − 1) − 1. ÷ ÔÁÂÌÉÃÅ ÚÁÞÅÒËÎÕÌÉ n ÞÉÓÅÌ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ
ÎÉËÁËÉÅ Ä×Á ÚÁÞÅÒËÎÕÔÙÈ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÉÌÉ ×
ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÚÁÞÅÒËÎÕÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1.
(13Ê ôÕÒÎÉÒ çÏÒÏÄÏ×, ×ÅÓÎÁ, ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ, ÓÔÁÒÛÉÅ ËÌÁÓÓÙ, ÚÁ-
ÄÁÞÁ �3, ó. é×ÁÎÏ×)

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÍÏÎÇÏÌØÓËÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. üÔÏ ÕÖÅ ÚÁÊÍÅÔ
ÎÅ ÏÄÎÕ ÓÔÒÏÞËÕ, ÎÏ ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ ÂÕÄÅÔ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÐÒÏÚÒÁÞÎÏ. ïÂ ÉÓÔÏÒÉÉ ÍÏÎ-
ÇÏÌØÓËÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É Ï Ä×ÕÈ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ×
ÓÔÁÔØÅ á. é. èÒÁÂÒÏ×Á [4].

ñ ÎÁÍÅÒÅÎÎÏ ÎÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀ ÆÁËÔÙ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, Á ÐÒÅÄ-
ÐÏÞÉÔÁÀ �ÐÏ×ÏÚÉÔØÓÑ� É ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ ×Ó£ × ÔÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ Ñ ÜÔÏ
ÏÓÏÚÎÁ×ÁÌ. íÙ ÎÁÞÎÅÍ Ó ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ× É ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÏÂÝÉÍ ÔÅÏÒÅÍÁÍ,

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×ÙÐ. 10, 2006(210{224)
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Á ÎÅ ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÖÁÌØ ÂÕÍÁÇÕ, ÂÁÊÔÙ É ÌÅÓÁ, ÎÏ ÉÍÅÎÎÏ �×ÏÚÎÑ�
ÓÐÏÓÏÂÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚ×ÉÔÉÀ ÉÎÔÕÉÃÉÉ. þÔÏÂ ÎÅ ÏÔÎÉÍÁÔØ Õ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ ÕÄÏ-
×ÏÌØÓÔ×ÉÑ �ÐÏ×ÏÚÉÔØÓÑ�, Ñ ÏÐÕÓÔÉÌ ÍÎÏÇÏ ÄÅÔÁÌÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÎÑÔØ
ÜÔÏÔ ÔÅËÓÔ, ×ÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÒÕÞËÁ É ÂÕÍÁÖËÁ.

ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ (ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×) ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÂÉÅËÔÉ×ÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÉÚ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÞÉÓÅÌ {1; 2; 3; : : : ; n} × ÓÅÂÑ. óÌÏ×Ï �ÂÉÅËÔÉ×ÎÁÑ� ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ
×Ï ×ÓÑËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ.
ïÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ Ñ ÂÕÄÕ ÇÒÅÞÅÓËÏÊ ÂÕË×ÏÊ � (ÓÉÇÍÁ). þÉÓÌÁ �(1),
�(2), . . . , �(n) | ÜÔÏ ÔÅ ÖÅ ÞÉÓÌÁ 1, 2, . . . , n, ÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ × ÄÒÕÇÏÍ
ÐÏÒÑÄËÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÎÁÂÏÒÁ ÞÉÓÅÌ: a1; a2; : : : ; an É b1; b2; : : : ; bn. âÕÄÅÍ ÇÏ-
×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒÙ a1; a2; : : : ; an É b1; b2; : : : ; bn ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ �ÏÄÉÎÁËÏ×Ï�,
ÅÓÌÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍÕ ÞÉÓÌÕ × ÐÅÒ×ÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ×Ï
×ÔÏÒÏÍ (Ô. Å. ÉÎÄÅËÓÙ Õ ÎÉÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ), ×ÔÏÒÏÍÕ ÐÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÞÉÓÌÕ ×
ÐÅÒ×ÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÔÏÒÏÅ ÐÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ, É Ô. Ä., Á ÎÁÉÍÅÎØÛÅ-
ÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ a1 > a2 > · · · > an É
b1 > b2 > · · · > bn, ÔÏ ÎÁÂÏÒÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ. äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ:
ÎÁÂÏÒÙ a; b; c É a3; b3; c3 ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ
ÎÁÂÏÒÙ ÏÂÒÁÔÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ, ÅÓÌÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍÕ ÞÉÓÌÕ × ÐÅÒ×ÏÍ ÎÁÂÏ-
ÒÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ, ×ÔÏÒÏÍÕ ÐÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ × ÐÅÒ×ÏÍ
ÎÁÂÏÒÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÔÏÒÏÅ Ó ËÏÎÃÁ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ É Ô. Ä., Á ÎÁÉÍÅÎØÛÅ-
ÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ a1 > a2 > · · · > an É
b1 6 b2 6 · · · 6 bn, ÔÏ ÎÁÂÏÒÙ ÏÂÒÁÔÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ. îÁÂÏÒÙ a; b; c É
1=a; 1=b; 1=c ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÔÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ.

äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÎÁÂÏÒÏ× a1 > a2 > · · · > an É b1 6 b2 6 · · · 6 bn ÓÕÝÅÓ-
Ô×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ �ÓÁÍÁÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÁÑ� ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ �, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒÙ a1; a2; : : : ; an
É b�(1); b�(2); : : : b�(n) ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ
ÎÁÂÏÒÏ× ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ É �ÓÁÍÕÀ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÕÀ� ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ �, ÐÒÉ
ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÂÏÒÙ a1; a2; : : : ; an É b�(1); b�(2); : : : b�(n) ÏÂÒÁÔÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ.

ëÁËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×Ó£ ÜÔÏ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×? á ×ÏÔ
ËÁËÏÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1(ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ ×ÏÚ-
ÍÏÖÎÙÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ôÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ

a1b�(1) + a2b�(2) + · · ·+ anb�(n)

ÂÕÄÅÔ ÓÁÍÙÍ ÂÏÌØÛÉÍ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï, É ÓÁÍÙÍ ÍÁ-
ÌÅÎØËÉÍ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÔÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ.
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éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÐÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ,
ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÐÒÉ �ÓÁÍÏÊ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ�, É ÎÅ ÍÅÎØÛÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÐÒÉ �ÓÁÍÏÊ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ� ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a=b + b=c + c=a > 3: ×ÅÄØ a; b; c É
1=Á; 1=b; 1=c ÏÂÒÁÔÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ a=Á+ b=b+ c=c
ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÐÒÉ ÓÁÍÏÊ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ É ÐÏÔÏÍÕ ÄÁÅÔ ÎÁÉÍÅÎØ-
ÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ.

äÒÕÇÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÄÁÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 1 É 2 ÉÚ ÓÐÉÓËÁ × ÎÁÞÁÌÅ ÓÔÁÔØÉ.
ëÏÎÅÞÎÏ, ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ É ÄÒÕÇÉÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ. îÏ
ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÍÎÏÇÏ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×.

üÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÞÅÎØ ×ÐÅÞÁÔÌÉÌÏ ÍÅÎÑ × ÐÅÒ×ÙÊ ÖÅ ÒÁÚ, ËÏÇÄÁ Ñ Ó ÎÉÍ
ÓÔÏÌËÎÕÌÓÑ, Ó×ÏÅÊ ÍÏÝØÀ É ÏÂÝÎÏÓÔØÀ. õÚÎÁÌ Ñ ÅÇÏ × 11-Í ËÌÁÓÓÅ ÛËÏÌÙ
ûÅ×ÁÈ-íÏÆÅÔ (ôÅÌØ-á×É×) ÎÁ ÏÞÅÎØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÍ ÕÒÏËÅ ÐÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ.
ðÒÏ×ÏÄÉÌ ÜÔÏÔ ÕÒÏË íÉÈÁÉÌ òÏÚÅÎÂÅÒÇ (ÕÞÉÔÅÌØ ÜÔÏÊ ÖÅ ÛËÏÌÙ).

ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ (ÎÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ).

éÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÌÅÇËÏ ÐÏÞÕ×ÓÔ×Ï×ÁÔØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÇÏ ÎÅ-
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: ÅÓÌÉ ×Ù ÈÏÔÉÔÅ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÞÉÓÌÏ ÐÏÂÏÌØÛÅ, ÔÏ ÐÒÉÓÔÁ×ØÔÅ Ë
Â�ÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÁÍ Â�ÏÌØÛÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ. üÔÏ ×ÙÇÏÄ-
ÎÅÊ, ÞÅÍ ÔÒÁÔÉÔØ ÂÏÌØÛÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÎÁ ÍÁÌÅÎØËÉÅ ÞÉÓÌÁ.

óÔÒÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÁËÖÅ ÎÅÓÌÏÖÎÏ.
ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ a1 > a2, b1 > b2. ôÏÇÄÁ a1b1 + a2b2 > a1b2 + a2b1.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒÅÎÅÓÅÍ ×Ó£ × ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ:

a1b1 + a2b2 − a1b2 − a2b1 > 0;
(a1 − a2)(b1 − b2) > 0:

îÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, É ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. ÷ÏÚØÍÅÍ Ä×Á
ÎÁÂÏÒÁ ÞÉÓÅÌ. åÓÌÉ ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ ÐÁÒÁ ÉÎÄÅËÓÏ× i, k, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÎÅÐÒÁ×ÉÌØ-
ÎÙÊ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ai > ak , bk > bi), ÔÏ ÍÙ ÐÏÍÅÎÑÅÍ ÉÈ ÍÅÓÔÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ
ÓÕÍÍÁ ×ÏÚÒÁÓÔÅÔ (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ). âÕÄÅÍ ÐÏ×ÔÏÒÑÔØ ÔÁËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ÐÏËÁ
ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ (× �ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÏÊ ÎÁÕËÅ� ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÓÏÒÔÉ-
ÒÏ×ËÁ�). åÓÌÉ ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ (ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÁ ÚÁËÏÎÞÉÌÁÓØ), ÔÏ ÌÅÇËÏ
ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÓÔÁÌ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍ. îÏ ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÌÉ Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ É ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÌÉ ÎÁÛÅ ÞÉÓÌÏ! úÎÁÞÉÔ, ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ
ÐÏÒÑÄÏË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÁÍÏÍÕ ÂÏÌØÛÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÇÏ ÎÅ-
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. ðÒÏÓÔÏ ÎÁÄÏ ÚÁÐÕÓÔÉÔØ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÕ ÎÁÏÂÏÒÏÔ: ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ,
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ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÈÏÔØ ÏÄÎÁ ÐÒÁ×ÉÌØÎÁÑ ÐÁÒÁ ÉÎÄÅËÓÏ×, ÎÕÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÚ ÎÅÅ ÎÅ-
ÐÒÁ×ÉÌØÎÕÀ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ ÞÉÓÌÏ ÂÕÄÅÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÔØ. ÷ ËÏÎÃÅ ÍÙ
ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÁÍÙÊ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË É ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ. á ×ÅÄØ
ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÌÉ Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ðÒÏÓÌÅÄÉÔÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ É ÐÏÊÍÉÔÅ,
ËÏÇÄÁ × ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ÷ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ 1 É 2 × ÎÁÞÁÌÅ ÓÔÁÔØÉ ÍÙ ÐÏÔÒÅÂÏ-
×ÁÌÉ, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÁ ÂÙÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÎÕÖÎÏ?
çÄÅ �ÓÌÏÍÁÅÔÓÑ� ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÅÓÌÉ ÍÙ �ÚÁÐÕÓÔÉÍ� × ÎÅÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ?

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï þÅÂÙÛ£×Á). ðÕÓÔØ ÎÁÂÏÒÙ a1; a2; : : : ; an
É b1; b2; : : : ; bn ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï. ôÏÇÄÁ

n(a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn) > (a1 + · · ·+ an)(b1 + · · ·+ bn):
åÓÌÉ ÖÅ ÏÎÉ ÏÂÒÁÔÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ, ÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ó ÐÒÏÔÉ-
×ÏÐÏÌÏÖÎÙÍ ÚÎÁËÏÍ.

÷ÏÏÂÝÅ-ÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ þÅÂÙÛ£×Á ÐÒÁ×ÉÌØÎÅÅ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (ÓÍ. [3]), ÎÏ ÜÔÏ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÕÖÅ ÐÒÉÖÉÌÏÓØ (ÓÍ., ÓËÁÖÅÍ, [2]).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn > a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn;
a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn > a1b2 + a2b3 + · · ·+ anb1;

: : :
a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn > a1bn + a2b1 + · · ·+ anbn−1:

óÕÍÍÉÒÕÑ ×Ó£ ÜÔÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. åÓÌÉ ÖÅ ÎÁÂÏÒÙ ÏÂÒÁÔÎÏ
ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ, ÔÏ ÚÎÁËÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÐÅÒÅ×ÅÒÎÕÔÓÑ ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ É ×
ÓÕÍÍÅ.

÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÙÈ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 3 É 4 ÉÚ ÓÐÉÓ-
ËÁ × ÎÁÞÁÌÅ ÓÔÁÔØÉ É ÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ.

ðÏÍÅÎÑÅÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 5 ÉÚ ÓÐÉÓËÁ × ÎÁÞÁÌÅ ÓÔÁÔØÉ:
(

1 + a2
1
a2

)
·
(

1 + a2
2
a3

)
· : : : ·

(
1 + a2

n
a1

)
> (1 + a1) · (1 + a2) · : : : · (1 + an):

ëÁË ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ, ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÐÒÅÄÌÁÇÁÌÁÓØ ÎÁ 16-Í ôÕÒÎÉÒÅ çÏÒÏÄÏ×, ×
ËÏÔÏÒÏÍ Ñ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌ. íÎÅ ÐÏËÁÚÁÌÏÓØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ
ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏÌÕÞÉÍ:

(a2 + a2
1) · (a3 + a2

2) · : : : · (a1 + a2
n) > (a1 + a2

1) · (a2 + a2
2) · : : : · (an + a2

n):
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èÏÔÑ Ñ ÎÅ ÓÍÏÇ ÔÏÇÄÁ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, Õ ÍÅÎÑ ×ÏÚÎÉËÌÏ ÏÝÕÝÅ-
ÎÉÅ, ÞÔÏ �ÜÔÏ ×ÓÅÇÄÁ ÔÁË�. ë ÔÏÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ Ñ ÅÝÅ ÎÅ ÚÎÁÌ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏ-
ÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÉÔÁÔÅÌÉ ÕÖÅ, ÎÁ×ÅÒÎÏÅ, ÄÏÇÁÄÁÌÉÓØ, ËÁË ÅÇÏ
ÐÒÉÍÅÎÉÔØ × ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÎÁÂÏÒÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a1; a2; : : : ,
an É b1; b2; : : : ; bn É ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÞÉÓÅÌ ×ÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ.
úÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ

∏(
ai + b�(i)

)

ÂÕÄÅÔ ÓÁÍÙÍ ÂÏÌØÛÉÍ, ËÏÇÄÁ ÎÁÂÏÒÙ a1; a2; : : : ; an É b�(1); b�(2); : : : ; b�(n)
ÏÂÒÁÔÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ, Á ÓÁÍÙÍ ÍÁÌÅÎØËÉÍ | ËÏÇÄÁ ÜÔÉ ÎÁÂÏÒÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï
ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ÍÅÓÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏ-
ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ Ä×ÕÈ ÉÎÄÅËÓÏ× i; k ÞÉÓÌÏ ai + bk ÂÙÌÏ ÐÏÌÏ-
ÖÉÔÅÌØÎÏ.

ïÂÒÁÔÉÔÅ ÔÁËÖÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÚÎÁËÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × ÔÅÏÒÅÍÅ 3 ÐÏ ÓÒÁ×-
ÎÅÎÉÀ Ó ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÐÅÒÅ×ÅÒÎÕÔÙ. ïÂßÑÓÎÅÎÉÅ ÜÔÏÍÕ
ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÏ ÎÉÖÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÅÓÔØ ÅÅ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÄÌÑ n = 2:

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ a1 > a2 > 0, b1 > b2 > 0. ôÏÇÄÁ (a1 + b1)(a2 + b2) <
< (a1 + b2)(a2 + b1).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. äÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ É ÔÅÏÒÅÍÕ ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ-
×ÏÞÎÙÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ÷Ù×ÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
(a2 + a2

1) · (a3 + a2
2) · : : : · (a1 + a2

n) > (a1 + a2
1) · (a2 + a2

2) · : : : · (an + a2
n):

ñ ÐÏÄÏÚÒÅ×ÁÀ, ÞÔÏ Á×ÔÏÒ ÚÁÄÁÞÉ 5 ÉÍÅÌ × ×ÉÄÕ ÄÒÕÇÏÅ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ,
ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 1 + a2

b > (1 + a)2

1 + b . ðÕÓÔØ, ÓËÁÖÅÍ,
ÎÁÓ ÐÏÐÒÏÓÉÌÉ ÄÏËÁÚÁÔØ

(
1 + a5

1
a3

2

)
·
(

1 + a5
2
a3

3

)
· : : : ·

(
1 + a5

n
a3

1

)
> (1 + a2

1) · (1 + a2
2) · : : : · (1 + a2

n):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. (Á) äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÞÅÒÅÚ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÅ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.

(Â) á ÔÅÐÅÒØ ÞÅÒÅÚ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 1 + a2

b > (1 + a)2

1 + b . ëÁËÏÅ
ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ? óÁÍÉ ÄÏÇÁÄÁÊÔÅÓØ!
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òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÐÕÎËÔ (Á) ÐÒÏÝÅ É ÔÒÅÂÕÅÔ ÍÅÎØÛÅ ÉÚÏÂÒÅÔÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. îÏ
ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ É ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3
ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Á ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ ÎÁÐÒÑÍÕÀ ÓÏ×ÓÅÍ ÔÑÖÅÌÏ.

ôÅÐÅÒØ ×ÏÚØÍÅÍÓÑ ÚÁ ÚÁÄÁÞËÕ 7 ÉÚ ÓÐÉÓËÁ × ÎÁÞÁÌÅ ÓÔÁÔØÉ. úÁÞÅÒËÎÕÔØ
ÞÉÓÌÁ ÔÁË, ËÁË ÓËÁÚÁÎÏ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ, | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÒÁÓ-
ÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁ ÄÏÓËÅ n ÌÁÄÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÂØÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. îÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ
ÌÁÄØÉ | ÜÔÏ ×ÅÄØ, ÐÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ, ×ÙÂÒÁÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ. á ËÁËÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁ-
ÎÏ×ËÁ ÄÁÓÔ ÓÁÍÏÅ ÍÁÌÅÎØËÏÅ ÞÉÓÌÏ? óÁÍÁÑ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÁÑ.

éÔÁË:

ôÅÏÒÅÍÁ 4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÎÁÂÏÒÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a1; a2; : : : ,
an É b1; b2; : : : ; bn É ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÞÉÓÅÌ ×ÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ.
úÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ

∑ 1
ai + b�(i)

ÂÕÄÅÔ ÓÁÍÙÍ ÂÏÌØÛÉÍ, ËÏÇÄÁ ÎÁÂÏÒÙ a1; a2; : : : ; an É b�(1); b�(2); : : : ; b�(n)
ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ, Á ÓÁÍÙÍ ÍÁÌÅÎØËÉÍ | ËÏÇÄÁ ÜÔÉ ÎÁÂÏÒÙ ÏÂÒÁÔÎÏ
ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ.

é ÔÅÏÒÅÍÁ, É ÚÁÄÁÞÁ Ï ÔÁÂÌÉÃÅ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ. 1
k + x + 1

m+ x > 1
x + 1

k +m+ x :

÷ÓÅ ÄÅÔÁÌÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ, ÔÅÏÒÅÍÙ É ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÏ ÔÁÂÌÉÃÕ ÐÒÅ-
ÄÏÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ. ïÎÉ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÏ×ÙÈ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÊ.

åÓÔØ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÓÐÏÓÏÂ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÐÒÏ ÔÁÂÌÉÃÕ, ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ
ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

(a1 + a2 + · · ·+ an)
( 1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

)
> n2:

ïÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2. îÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ É ÞÅÒÅÚ ÎÅÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Ï ëÏÛÉ-âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ, É Ó ÐÏÍÏÝØÀ Ä×ÕÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ëÏÛÉ, É ÄÒÕÇÉÍÉ
ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. ÷ÐÒÏÞÅÍ, ÍÙ ÏÔ×ÌÅËÌÉÓØ ÏÔ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÉÄÅÉ.

ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ ÖÅ, ËÁË ÎÁ×ÅÒÎÑËÁ ÕÖÅ ÓÏÏÂÒÁÚÉÌÉ ÓÁÍÙÅ ÄÏÇÁÄÌÉ×ÙÅ
ÉÚ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ, ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 1, 3, 4 É ×ÙÇÌÑÄÑÔ ÏÞÅÎØ
ÏÂÝÉÍÉ, ÎÏ ×ÓÅ ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÚËÉÍÉ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ÞÅÇÏ-ÔÏ ÇÏÒÁÚÄÏ
ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ. é Õ ÜÔÏÇÏ �ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ� ÍÁÓÓÁ ÔÁËÉÈ ÞÁÓÔÎÙÈ
ÓÌÕÞÁÅ×. îÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÜÔÏ �ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ�,
ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ×ÙÐÕËÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

îÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÉÔÁÔÅÌÉ, ÎÁ×ÅÒÎÏÅ, ÚÎÁËÏÍÙ Ó ×ÙÐÕËÌÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÎÏ
ÎÁ ×ÓÑËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÍÙ ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á.
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÷ÙÐÕËÌÙÅ É ×ÏÇÎÕÔÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ
îÁÄÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f(x) | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË (x; y), ÄÌÑ

ËÏÔÏÒÙÈ y > f(x) (Ô. Å. ÏÎÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ �ÎÁÄ ÇÒÁÆÉËÏÍ�).
÷ÙÐÕËÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ | ÜÔÏ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÄÇÒÁÆÉË |

×ÙÐÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÅÓÌÉ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÎÁ ÇÒÁÆÉËÅ
ÉÌÉ ÎÁÄ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ, ÔÏ ×ÅÓØ ÏÔÒÅÚÏË ÂÕÄÅÔ ÌÅÖÁÔØ × ÎÁÄÇÒÁÆÉËÅ.

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÜÔÏÇÏ ÄÌÑ ÔÏÞÅË, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÇÒÁÆÉËÕ.
éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÆÕÎËÃÉÑ ÄÏÌÖÎÁ ÌÅÖÁÔØ ÐÏÄ �ÈÏÒÄÏÊ�. íÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ
ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ: ÅÓÌÉ 0 < t < 1, ÔÏ

t · f(x1) + (1− t) · f(x2) > f(t · x1 + (1− t) · x2):
÷ÏÇÎÕÔÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ | ÜÔÏ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÞÔÏ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÏÄÇÒÁÆÉË

(ËÏÔÏÒÙÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÁÄÇÒÁÆÉËÕ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÐÕËÌÙÍ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×ÏÍ, Ô. Å.

t · f(x1) + (1− t) · f(x2) 6 f(t · x1 + (1− t) · x2):
æÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÉÌÉ ×ÏÇÎÕÔÏÊ ËÁË ÎÁ ×ÓÅÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÔÁË

É ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÏÔÒÅÚËÅ ÉÌÉ ÌÕÞÅ.
óÌÏ×Á �×ÙÐÕËÌÁÑ� É �×ÏÇÎÕÔÁÑ� ÏÞÅÎØ ÐÏÈÏÖÉ. þÔÏÂÙ ÎÅ ÚÁÐÕÔÁÔØÓÑ,

ËÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁÑ, Á ËÁËÁÑ ×ÏÇÎÕÔÁÑ, ÍÏÖÎÏ ÄÕÍÁÔØ Ï ×ÅÓÅÌÙÈ É
ÇÒÕÓÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ É ×ÓÐÏÍÉÎÁÔØ ÒÏÔ Õ ÎÕÖÎÏÇÏ ÓÍÁÊÌÉËÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1).

ðÒÉÍÅÒÙ ×ÙÐÕËÌÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ: ex, ax, |x|, x2, x2k (k | ÃÅÌÏÅ ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌØÎÏÅ) ÎÁ ×ÓÅÊ ÐÒÑÍÏÊ, tg(x) ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ [0;�=2), 1=x É xn (n |
ÃÅÌÏÅ) ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ.

ðÒÉÍÅÒÙ ×ÏÇÎÕÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ: ln(x) É loga(x) ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ,
sin(x) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0;�], cos(x) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−�=2;�=2], arctg(x) ÎÁ ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ.

÷ÏÏÂÝÅ, ÆÕÎËÃÉÑ È� ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÇÎÕÔÏÊ, ÅÓ-
ÌÉ � ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ 0 É 1, É ×ÙÐÕËÌÏÊ × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ×ÙÐÕËÌÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÅÎÉÑ. (÷Ó£, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ×ÙÐÕËÌÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ É
Ï ×ÏÇÎÕÔÙÈ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÕÖÎÏ ÐÅÒÅ×ÅÒÎÕÔØ ÚÎÁË ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á.)

1. îÁÄÇÒÁÆÉË | ×ÙÐÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.

Á) Â)

òÉÓ. 1. Á) ×ÅÓÅÌÁÑ (×ÙÐÕËÌÁÑ) É Â) ÇÒÕÓÔÎÁÑ (×ÏÇÎÕÔÁÑ) ÆÕÎËÃÉÉ
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2. æÕÎËÃÉÑ ÌÅÖÉÔ ÐÏÄ ÈÏÒÄÏÊ: ÅÓÌÉ 0 < t < 1, ÔÏ
t · f(x1) + (1− t) · f(x2) > f(t · x1 + (1− t) · x2):

3. æÕÎËÃÉÑ ÌÅÖÉÔ ÎÁÄ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÈÏÒÄÙ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ t < 0 ÉÌÉ
1 < t, ÔÏ

t · f(x1) + (1− t) · f(x2) 6 f(t · x1 + (1− t) · x2):

4. f(x1) + f(x2)
2 > f

(x1 + x2
2

)
. äÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁ-

ÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÙÌÁ ×ÙÐÕËÌÏÊ, Á × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÎÅÔ. îÏ
ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ | ÄÏÓÔÁ-
ÔÏÞÎÏ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ t = 1=2.

5. k · f(x1) +m · f(x2)
k +m > f

(k · x1 +m · x2
k +m

)
. úÄÅÓØ k, m | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉ-

ÓÌÁ. ïÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ 4 É ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÕÎËÔÁ 2. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ
ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ (ÎÏ ÓÌÏÖÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ) ÉÚ ÐÕÎËÔÁ 4.

6. n · f(x1)−m · f(x2)
n−m 6 f

(n · x1 −m · x2
n−m

)
. úÄÅÓØ n > m | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ

ÞÉÓÌÁ. þÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÕÎËÔÁ 3.
7. åÓÌÉ Õ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÌÅÖÉÔ ÎÁÄ

ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ, Ô. Å.
f(x) > f(x0) + f ′(x0) · (x− x0):

8. åÓÌÉ Õ ÆÕÎËÃÉÉ ÅÓÔØ ×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ, ÔÏ ÏÎÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ.
úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ É ÏÎÁ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ (ÈÏÔÑ ÂÙ
× ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ), ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÕÖÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÐÕËÌÏÊ. ó ÐÏÍÏÝØÀ
ÜÔÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ ×ÙÐÕËÌÏÓÔØ.

9. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï êÅÎÓÅÎÁ:
f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)

n > f
(x1 + x2 + · · ·+ xn

n

)
:

ãÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÇÒÁ-
ÆÉËÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁÄ ÇÒÁÆÉËÏÍ. á ËÕÄÁ ÅÍÕ ÄÅÔØÓÑ? îÁÄ-
ÇÒÁÆÉË ÖÅ ×ÙÐÕËÌÙÊ.

10. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï êÅÎÓÅÎÁ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ×ÅÓÁÍÉ:
w1f(x1) + w2f(x2) + · · ·+ wnf(xn)

w1 + w2 + · · ·+ wn
> f

(w1x1 + w2x2 + · · ·+ wnxn
w1 + w2 + · · ·+ wn

)
:

11. f(a) + f(b)
2 >

bR
a
f(x) dx

b− a > f
(a+ b

2

)
:



218 ì. ÷. òÁÄÚÉ×ÉÌÏ×ÓËÉÊ

þÔÏÂÙ ÂÙÌÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÅÊ, ÎÕÖÎÏ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ËÁËÉÅ
ÆÕÎËÃÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÙÐÕËÌÙÍÉ, Á ËÁËÉÅ | ×ÏÇÎÕÔÙÍÉ (Á ÎÅ ×ÅÒÉÔØ Á×ÔÏ-
ÒÕ ÎÁ ÓÌÏ×Ï), É ÞÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÜÔÏÇÏ É ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ Ó×ÏÊÓÔ×.

ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï êÅÎÓÅÎÁ ÄÌÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ ÉÌÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÓÔÁ-
ÎÏ×ÉÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ëÏÛÉ (ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ
ÓÒÅÄÎÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ). éÚ ×ÓÅÈ n-ÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ,
ÎÁÉÂÏÌØÛÉÅ ÐÌÏÝÁÄØ É ÐÅÒÉÍÅÔÒ | Õ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ-
×ÅÎÓÔ×Á êÅÎÓÅÎÁ ÄÌÑ ÓÉÎÕÓÁ). á ÉÚ ×ÓÅÈ n-ÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ×ÏËÒÕÇ
ÄÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÎÁÉÍÅÎØÛÉÅ ÐÌÏÝÁÄØ É ÐÅÒÉÍÅÔÒ | Õ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ
(ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á êÅÎÓÅÎÁ ÄÌÑ ÔÁÎÇÅÎÓÁ).

éÚ ÐÕÎËÔÁ 7 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ex > x + 1, ÉÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ex > ex.
ïÔÓÀÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÅ: e� ÉÌÉ �e. ÷ÅÄØ e�=e−1 > �=e.

éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ xn ÉÌÉ ÅÈ × ÐÕÎËÔ 11. ÷ÏÏÂÝÅ, ÍÙ ÚÎÁÅÍ
ÍÎÏÇÏ ×ÙÐÕËÌÙÈ É ×ÏÇÎÕÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Á Õ ÎÉÈ ÍÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×,
É ÏÔÓÀÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÍÎÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÓÅÈ Ó×ÏÊÓÔ×, ÉÈ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÌÑ
×ÏÇÎÕÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÄÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ
É ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÎÉÈ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÁÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å
ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. þÅÍ ÂÏÌØÛÅ ×ÒÅÍÅÎÉ ×Ù ÐÏÔÒÁÔÉÔÅ ÎÁ ÜÔÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ, ÔÅÍ
ÂÏÌØÛÅ ÏÎÏ ÄÏÓÔÁ×ÉÔ ×ÁÍ ÒÁÄÏÓÔÉ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÞÉÔÁÔÅÌØ ÄÏÌÖÅÎ ÓÁÍ ÐÏÎÑÔØ, ËÏÇÄÁ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ ÄÏ-
ÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï É ÞÅÍ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ×ÙÐÕËÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÔÁËÁÑ,
ËÁË x2) ÏÔ ÎÅÓÔÒÏÇÏ ×ÙÐÕËÌÏÊ (ÔÁËÏÊ, ËÁË |x|).

ïÂÝÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
éÔÁË, ÍÙ ÇÏÔÏ×Ù ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍ 1,

3 É 4.
ôÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ f | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ

ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.
(Á) úÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ f(a1 + b�(1)) + f(a2 + b�(2)) + · · ·+ f(an + b�(n))

ÂÕÄÅÔ ÓÁÍÙÍ ÂÏÌØÛÉÍ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï.
(Â) úÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ f(a1 + b�(1)) + f(a2 + b�(2)) + · · ·+ f(an + b�(n))

ÂÕÄÅÔ ÓÁÍÙÍ ÍÁÌÅÎØËÉÍ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÔÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ.
(×) åÓÌÉ a1 > a2 , b1 > b2, ÔÏ f(a1+b1)+f(a2+b2) > f(a1+b2)+f(a2+b1).
(Ç) f ×ÙÐÕËÌÁ.
îÕ É ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ Ó ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÚÎÁËÏÍ.
ôÅÏÒÅÍÁ 5′. ðÕÓÔØ f | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ

ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.
(Á) úÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ f(a1 + b�(1)) + f(a2 + b�(2)) + · · ·+ f(an + b�(n))

ÂÕÄÅÔ ÓÁÍÙÍ ÂÏÌØÛÉÍ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÔÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ.
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(Â) úÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ f(a1 + b�(1)) + f(a2 + b�(2)) + · · ·+ f(an + b�(n))
ÂÕÄÅÔ ÓÁÍÙÍ ÍÁÌÅÎØËÉÍ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï.

(×) åÓÌÉ a1 > a2 , b1 > b2, ÔÏ f(a1+b1)+f(a2+b2) 6 f(a1+b2)+f(a2+b1).
(Ç) f ×ÏÇÎÕÔÁ.
åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ/×ÏÇÎÕÔÁ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ, Á ÎÅ

ÎÁ ×ÓÅÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÎÕÖÎÏ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ×Ï ×ÓÅÈ ÐÕÎËÔÁÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÔÅÏ-
ÒÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ Ä×ÕÈ ÉÎÄÅËÓÏ× i, k ×ÅÌÉÞÉÎÁ ai + bk ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌÁ
ÐÒÏÍÅÖÕÔËÕ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÐÕËÌÁ/×ÏÇÎÕÔÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÎËÔ (×) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÐÕÎËÔÁ (Á)
É ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÐÕÎËÔÁ (Â) ÐÒÉ n = 2.

îÏ É ÏÂÒÁÔÎÏ: ÉÚ ÐÕÎËÔÁ (×) ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ ÐÕÎËÔÙ (Á) É (Â) ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ
ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÉ. üÔÏ ÍÙ ÕÖÅ ÄÅÌÁÌÉ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÐÕÎËÔÏ× (×) É (Ç).
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ x = a2 + b2, k = a1 − a2, m = b1 − b2. ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ (×)

ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ×ÉÄ f(x+ k +m) + f(x) > f(x+ k) + f(x+m).
ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ k = m É ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÄÎÏ ÉÚ Ó×ÏÊÓÔ× ×ÙÐÕËÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

(ÎÏÍÅÒ 4 × ÎÁÛÅÍ ÓÐÉÓËÅ). ïÎÏ ×ÏÏÂÝÅ-ÔÏ ÓÌÁÂÅÅ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ, ÎÏ ÄÌÑ ÎÅ-
ÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÜÔÉ Ä×Á Ó×ÏÊÓÔ×Á ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ. úÎÁÞÉÔ, ÉÚ (×) ÓÌÅÄÕ-
ÅÔ (Ç).

þÔÏÂÙ ÉÚ (Ç) ×Ù×ÅÓÔÉ (×), ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ×ÚÇÌÑÎÕÔØ ÎÁ ËÁÒÔÉÎËÕ
(ÒÉÓ. 2).

îÁ ÇÒÁÆÉËÅ ÏÔÍÅÞÅÎÏ 4 ÔÏÞËÉ:
(x; f(x)); (x+k; f(x+k)); (x+m; f(x+m)); (x+k+m; f(x+k+m)):
ä×Å ÓÒÅÄÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ ÐÏÄ ÈÏÒÄÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ Ä×Å ËÒÁÊÎÉÅ ÔÏÞ-
ËÉ (x; f(x)) É (x + k + m; f(x + k + m)) | ×ÅÄØ ÆÕÎËÃÉÑ ÌÅÖÉÔ ÐÏÄ
ÈÏÒÄÏÊ. úÎÁÞÉÔ, ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ Ä×Å ÓÒÅÄÎÉÅ ÔÏÞËÉ |
Á ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ

(x+ k + x+m
2 ; f(x+ k) + f(x+m)

2

)
, | ÌÅÖÉÔ ÐÏÄ

ÏÔÒÅÚËÏÍ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÍ Ä×Å ËÒÁÊÎÉÅ ÔÏÞËÉ. óÅÒÅÄÉÎÁ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ

x x+ k x+m x+ k +m

òÉÓ. 2.
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(x+ k + x+m
2 ; f(x+ k +m) + f(x)

2

)
ÉÍÅÅÔ ÔÁËÕÀ ÖÅ ÁÂÓÃÉÓÓÕ. îÏ ÏÎÁ ×ÙÛÅ,

ÞÅÍ ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÎÉÖÎÅÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ! úÎÁÞÉÔ,
f(x+ k +m) + f(x)

2 > f(x+ k) + f(x+m)
2 ;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.
ðÏÌÎÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ 5′.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ðÏÄÓÔÁ×ØÔÅ ×ÙÐÕËÌÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÅÈ × ÔÅÏÒÅÍÕ 5 É ÐÏ-

ÌÕÞÉÔÅ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁ × ÎÁÂÏÒÁÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ.
÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÞÁÓÔÎÏÇÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ðÏÄÓÔÁ×ØÔÅ ×ÏÇÎÕÔÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ln(x) × ÔÅÏÒÅÍÕ 5 É
ÐÏÌÕÞÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ 3.

÷ÏÔ ÐÏÞÅÍÕ ÚÎÁËÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× × ÔÅÏÒÅÍÁÈ 1 É 3 ÒÁÚÎÙÅ: ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ
�×ÅÓÅÌÁÑ�, Á ÌÏÇÁÒÉÆÍ �ÇÒÕÓÔÎÙÊ�.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ðÏÄÓÔÁ×ØÔÅ 1=x × ÔÅÏÒÅÍÕ 5 É ÐÏÌÕÞÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ 4.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ðÏÄÓÔÁ×ØÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ √x (ÏÎÁ ÇÒÕÓÔÎÁÑ) × ÔÅÏÒÅÍÕ 5

É ÐÏÌÕÞÉÔÅ ÎÏ×ÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ðÏÉÇÒÁÊÔÅ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ É ÐÏÌÕÞÉÔÅ ÅÝÅ ÍÎÏ-

ÇÏ ÒÁÚÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×.

íÏÎÇÏÌØÓËÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
ðÕÓÔØ a1 > a2 > · · · > an. ôÏÇÄÁ
a1 + a2

2 · a2 + a3
2 · : : : · an + a1

2 6

6 a1 + a2 + a3
3 · a2 + a3 + a4

3 · : : : · an−1 + an + a1
3 · an + a1 + a2

3 :

õÓÌÏ×ÉÅ a1 > a2 > · · · > an ÎÅÌØÚÑ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ 100, 1, 100, 1, 100, 1, . . . ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÜÔÏÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ.

÷ ÕÐÏÍÉÎÁ×ÛÅÊÓÑ ×ÙÛÅ ÓÔÁÔØÅ [4] ÒÁÓÓËÁÚÁÎÁ ÉÓÔÏÒÉÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Á É ÄÁÎÙ Ä×Á ÓÌÏÖÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. ïÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÄÏËÁ-
ÚÙ×ÁÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÍÏÎÇÏÌØÓËÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á.

÷ÏÚØÍÅÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÏÔ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ:

ln
(a1 + a2

2

)
+ ln

(a2 + a3
2

)
+ · · ·+ ln

(an + a1
2

)
6

6 ln
(a1 + a2 + a3

3

)
+ ln

(a2 + a3 + a4
3

)
+ · · ·

· · ·+ ln
(an−1 + an + a1

3

)
+ ln

(an + a1 + a2
3

)
:
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íÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ, ÎÏ É
ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÒÕÓÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. á ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅÓÅÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ
ÔÁËÏÅ ÖÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÎÏ c ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÍ ÚÎÁËÏÍ.

ôÁË ×ÏÔ, × ÓÔÁÔØÅ èÒÁÂÒÏ×Á ÜÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÁ-
ÒÁÍÁÔÙ, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÄÌÑ ×ÙÐÕËÌÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.
õ ÎÁÓ ÅÓÔØ Ó×ÏÅ, ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÏÂÝÅÅ, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ×ÙÐÕËÌÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Á
ÉÍÅÎÎÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 5. úÎÁÞÉÔ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÐÒÏÂÏ×ÁÔØ ×Ù×ÅÓÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÍÏÎ-
ÇÏÌØÓËÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.

üÔÏ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ É ×Ù×ÅÓÔÉ ÓÁÍÏ ÍÏÎÇÏÌØÓËÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Ï ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.

íÙ ÄÌÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ ÒÁÚÂÅÒÅÍ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ (×Ù×ÏÄ ÍÏÎÇÏÌØÓËÏÇÏ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3), Á ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÎÇÏÌØÓËÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. ðÕÓÔØ
x1 = a1

3 + a2
6 ; x2 = a2

3 + a3
6 ; : : : ; xn−1 = an−1

3 + an
6 ; xn = an

3 + a1
6 ;

y1 = a1
6 + a2

3 ; y2 = a2
6 + a3

3 ; : : : ; yn−1 = an−1
6 + an

3 ; yn = an
6 + a1

3 :

ôÏÇÄÁ ÍÏÎÇÏÌØÓËÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ×ÉÄ
(x1 + y1) · (x2 + y2) · : : : · (xn + yn) 6 (x1 + y2) · (x2 + y3) · : : : · (xn + y1)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ x1 > x2 > x3 > · · · > xn−1 É y1 > y2 > y3 > · · · > yn−1.
îÏ, Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ xn−1 > xn ÉÌÉ yn−1 >

> yn, | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ. íÙ ÍÏÖÅÍ ÔÏÌØËÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ x1 > xn, Á
yn−1 6 yn.

åÓÌÉ ÍÙ ÏÔÓÏÒÔÉÒÕÅÍ ÎÁÂÏÒÙ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÕÂÙ×ÁÎÉÀ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ xn ÚÁÊÍÅÔ
× ÓÐÉÓËÅ ÉËÓÏ× ÍÅÓÔÏ m (ÎÅ ÐÅÒ×ÏÅ), Á ÞÉÓÌÏ yn ÚÁÊÍÅÔ × ÓÐÉÓËÅ ÉÇÒÅËÏ×
ÍÅÓÔÏ k (ÎÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ xi > yi ÐÒÉ i 6 n − 1, ÎÏ xn 6 yn. úÎÁÞÉÔ, ÍÅÓÔÏ xn
× ÓÐÉÓËÅ ÉËÓÏ× ÎÅ ÂÌÉÖÅ Ë ÎÁÞÁÌÕ, ÞÅÍ ÍÅÓÔÏ yn × ÓÐÉÓËÅ ÉÇÒÅËÏ×, Ô. Å.
k 6 m.

ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ, ÂÕÄÅÔ ×ÙÇÌÑÄÅÔØ ÔÁË:

k

m

(ÓÁÍÙÊ ÂÏÌØÛÏÊ Ó ÓÁÍÙÍ ÂÏÌØÛÉÍ, ×ÔÏÒÏÊ ÓÏ ×ÔÏÒÙÍ É Ô. Ä., ÎÏ ÎÏÍÅÒ m
Ó ÎÏÍÅÒÏÍ k). á ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÉÚ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ×ÏÔ ÔÁË (ÐÒÏ-
×ÅÒØÔÅ):
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k

m

é ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÏÊ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÉÌÉ
ÓÁÍÏÊ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ. úÎÁÞÉÔ, ÍÏÎÇÏÌØÓËÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏ-
ÒÅÍÙ 3. õ×Ù. íÙ ÐÏÈ×ÁÓÔÁÌÉÓØ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÏÂÝÉÈ ÔÅÏÒÅÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÍÏÎ-
ÇÏÌØÓËÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, Á ÏÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ.

îÏ ÍÙ ÎÅ ÓÄÁÄÉÍÓÑ. ÷ÓÐÏÍÎÉÍ ÎÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ, Á ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÔÅÏÒÅÍÙ 3, ËÏÔÏÒÏÅ, ËÁË ÏÔÍÅÞÅÎÏ ×ÙÛÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏ-
ÒÅÍÙ 1. ôÁÍ ÍÙ �ÕÌÕÞÛÁÌÉ� ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ, É ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÅÎÑÌÏÓØ ÍÏÎÏ-
ÔÏÎÎÏ.

÷Ï ×ÔÏÒÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ×ÅÒÈÎÅÅ m Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÎÉÖÎÉÍ 1, a ×ÅÒÈÎÅÅ
m− 1 Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÎÉÖÎÉÍ m+ 1. üÔÏ �ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÏ�. äÁ×ÁÊÔÅ ÐÏÍÅÎÑÅÍ ÉÈ
ÍÅÓÔÁÍÉ.

k

m

ôÅÐÅÒØ ×ÅÒÈÎÅÅ m − 1 Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÎÉÖÎÉÍ 1, a ×ÅÒÈÎÅÅ m − 2 Ó×ÑÚÁÎÏ Ó
ÎÉÖÎÉÍ m. üÔÏ ÏÐÑÔØ �ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÏ�. äÁ×ÁÊÔÅ ÐÏÍÅÎÑÅÍ É ÉÈ ÍÅÓÔÁÍÉ.

k

m

é ÔÁË ÄÁÌÅÅ, ÐÏËÁ ÓÁÍÙÊ ÂÏÌØÛÏÊ ÉÇÒÅË ÎÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ × ÐÁÒÅ Ó ÓÁÍÙÍ
ÂÏÌØÛÉÍ ÉËÓÏÍ.

k

m

ôÅÐÅÒØ k-Ê ÐÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÉÇÒÅË ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÁÒÅ Ó ÓÁÍÙÍ ÍÁÌÅÎØËÉÍ
ÉËÓÏÍ. á ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÇÒÅË × ÐÁÒÅ Ó ÐÒÅÄÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÉËÓÏÍ. õÌÕÞÛÉÍ ÜÔÏ.

k

m
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óÅÊÞÁÓ k-Ê ÉÇÒÅË ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÁÒÅ Ó (n − 1)-Í ÉËÓÏÍ, Á (n − 1)-Ê
ÉÇÒÅË × ÐÁÒÅ Ó (n − 2)-Í ÉËÓÏÍ. õÌÕÞÛÉÍ É ÜÔÏ. ôÁË ÚÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÛÁÇÏ×
ÐÒÉÄÅÍ Ë ÐÅÒ×ÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ.

éÔÁË, ÈÏÔÑ ÐÅÒ×ÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ É ÎÅ �ÓÁÍÁÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÁÑ�, Á ×ÔÏÒÁÑ
ÎÅ �ÓÁÍÁÑ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÁÑ�, ÎÏ ÐÅÒ×ÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ �ÐÒÁ×ÉÌØÎÅÅ�, ÞÅÍ ×ÔÏ-
ÒÁÑ. á ÌÏÇÁÒÉÆÍ | ÆÕÎËÃÉÑ ÇÒÕÓÔÎÁÑ, ÚÎÁÞÉÔ, ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
ÍÅÎØÛÅ ÐÒÁ×ÏÊ. þÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

(íÏÒÁÌØ ÔÁËÏ×Á: ÎÕÖÎÏ ÚÎÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÔÅÏÒÅÍ, ÎÏ É
ÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á).

æÕÎËÃÉÑ ln(1 + ex)
÷ÓÐÏÍÎÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÏÍÅÒ 5 ÉÚ ÓÐÉÓËÁ × ÎÁÞÁÌÅ ÓÔÁÔØÉ:
(

1 + a2
1
a2

)
·
(

1 + a2
2
a3

)
· : : : ·

(
1 + a2

n
a1

)
> (1 + a1) · (1 + a2) · : : : · (1 + an):

ðÅÒÅÄ ÔÅÍ ËÁË ÅÇÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ, ÍÙ ÕÍÎÏÖÉÌÉ ÅÇÏ ÎÁ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ. îÏ,
ËÁË ÚÁÍÅÔÉÌ éÌØÑ çÒÉÎÇÌÁÚ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ É ÎÁÐÒÑÍÕÀ. á ÉÍÅÎÎÏ,∏ (

1+b�(i)=ai
)

ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÐÒÉ ÓÁÍÏÊ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ, Á ÍÁËÓÉÍÕÍÁ
ÐÒÉ ÓÁÍÏÊ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ. üÔÏ ÔÏÖÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÎÁÛÅÇÏ ÎÅ-
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, É ÏÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3. ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ci = 1=ai, ÐÒÉÈÏÄÉÍ
Ë ×Ù×ÏÄÕ, ÞÔÏ ∏ (

1 + ci · b�(i)
)

ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÐÒÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÍ, Á
ÍÉÎÉÍÕÍÁ | ÐÒÉ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ.

üÔÏÔ ÆÁËÔ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ
ln(1 + ex).

÷ÙÐÕËÌÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ln(1+ex) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ êÅÎÓÅÎÁ ÄÌÑ
ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, Ô. Å.

ln
(

1 + e
Pxi=n

)
6
P ln(1 + exi)

n :

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÕ É ÐÏÌÕÞÉÍ 1+ n
√∏ ai 6 n

√∏(1 + ai), ÇÄÅ ai = exi . á
ÜÔÏ | ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï çÀÊÇÅÎÓÁ (Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å çÀÊÇÅÎÓÁ ÓÍ. [1]). åÇÏ ÌÅÇËÏ
ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÁÐÒÑÍÕÀ. åÓÌÉ ×ÏÚ×ÅÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × n-À ÓÔÅÐÅÎØ, ÔÏ ÏÎÏ
ÌÅÇËÏ ÒÁÚÏÂØÅÔÓÑ × ÓÕÍÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
ëÏÛÉ.

ôÁË ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 3 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Õ çÀÊÇÅÎÓÁ. íÙ ÎÅ ÓÔÁÎÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ,
Á ÏÓÔÁ×ÉÍ ÉÈ ÞÉÔÁÔÅÌÑÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ.
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