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ðÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
í. û. ãÁÌÅÎËÏ

ïÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÞÌÅÎÏ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÒÅ-
ËÕÒÒÅÎÔÎÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ, ÎÁ ÄÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ k ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅ-
ÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÍÏÇÕÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ
É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ nm, × ËÏÔÏÒÙÈ n
ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0; 1; 2; : : : , Á m Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌØÎÙÍ ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, ÞÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ É ÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÐÅÒÉÏÄÏ× ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÍÏÊ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÉ.

íÁÔÅÒÉÁÌ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎ × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ
ËÒÕÖËÁÈ. ïÎ ÔÁËÖÅ ÐÏÌÅÚÅÎ É ÄÏÓÔÕÐÅÎ ÕÞÁÝÉÍÓÑ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓÓÏ×,
ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÍÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ É ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÍ ÕÞÁÓÔÉÅ × ÍÁÔÅÍÁÔÉ-
ÞÅÓËÉÈ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑÈ.

1. òÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÌÉ, ÄÒÕÇÉ-

ÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ
ÃÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÏ ÔÒÁÄÉÃÉÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ a ÎÁ ÞÉÓÌÅ n (n-Ê
ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ an.

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒ-
ÍÕÌÏÊ

an+k = c1an+k−1 + c2an+k−2 + · · ·+ cka0;
ÇÄÅ c1; : : : ; ck | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ. ðÒÏÓÔÅÊ-
ÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-
ÎÉÅÍ an+1 = an + d. åÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ É ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ, ÉÓËÌÀÞÉ× d:
an+2 − 2an+1 + an = 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ É ÄÌÑ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× an = n2: an+3 − 3an+2 − 3an+1 + an = 0.

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ an = nk
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

k∑

i=0
(−1)i

(k
i

)
an+i = 0:
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òÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ É ÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ×ÉÄÙ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÓËÁÖÅÍ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ an+1 = qan ÉÌÉ
ÞÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ an+2 = an+1 + an, a0 = 0, a1 = 1. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔ-
ÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÙ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

an+2 = an+1 − an; a0 = 2; a1 = 1
ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ 6 (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÔËÉ, ÏÂÒÁÚÕÅÍÙÅ ÞÉÓÌÁÍÉ æÉÂÏ-
ÎÁÞÞÉ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 2, 3, 4 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÐÅÒÉÏÄÁÍÉ 3, 8, 12.

2. óÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ
çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ a É b ÓÒÁ×ÎÉÍÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n > 1, ÅÓÌÉ ÐÒÉ

ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ n ÏÎÉ ÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÏÓÔÁÔÏË (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ a ≡ b (mod n)).
ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÏÓÔÉ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É-
×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÕÍÍÁ ÏÓÔÁÔËÏ× ÓÒÁ×ÎÉÍÁ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÏÔ ÓÕÍÍÙ
É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÓÔÁÔËÏ× ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÏÔ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. ëÌÁÓÓÙ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ ×ÙÞÅÔÏ× ÉÌÉ ÐÒÏ-
ÓÔÏ ×ÙÞÅÔÁÍÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n. ÷ÙÞÅÔÙ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÐÏ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ

[a] + [b] = [a+ b]; [a] · [b] = [ab]:
íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÙÞÅÔÏ× Zn ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ
ËÏÌØÃÁÍÉ, Á ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÞÉÓÌÕ a ËÌÁÓÓÁ ×ÙÞÅÔÏ× [a], ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÉÎÁÄ-
ÌÅÖÉÔ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ a ÎÁ n, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌØÃÁ ÃÅÌÙÈ
ÞÉÓÅÌ Z ÎÁ ËÏÌØÃÏ ×ÙÞÅÔÏ× Zn.

÷ÙÞÅÔ [a] ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ × Zn, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ
×ÙÞÅÔ [b], ÞÔÏ [a] · [b] = [0]. ÷ÙÞÅÔ [a] ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ × Zn, ÅÓ-
ÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ×ÙÞÅÔ [b], ÞÔÏ [a] · [b] = [1]. íÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ
ËÁÖÄÙÊ ×ÙÞÅÔ ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÌÉÂÏ ÏÂÒÁÔÉÍ. ïÂÒÁÔÉÍÙ-
ÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÅ ×ÙÞÅÔÙ [a], ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ a ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó
n. ÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÐÏÌÅÚÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×Ï ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ (a; b) ÞÉÓÅÌ a É b: (a; b) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉ-
ÍÅÎØÛÉÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ
ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ua+ vb ÞÉÓÅÌ a É b.

3. ðÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
îÁÚÏ×ÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a0; : : : ; an; : : : ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ T > 0, ÞÔÏ
an+T = an ÄÌÑ ×ÓÅÈ n Â�ÏÌØÛÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n0: (1)
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îÁÉÍÅÎØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ T , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ (1), ÎÁÚÏ×ÅÍ
ÐÅÒÉÏÄÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ an.

éÓÐÏÌØÚÕÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÕÐÏÍÑÎÕÔÏÅ ×ÙÛÅ,
É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ an ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ä×Á ÐÏ-
ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ T1 É T2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ (1), ÔÏ ÄÌÑ D =
= (T1; T2) ÔÁËÖÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ (1).

ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ T , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ (1), ËÒÁÔÎÙ ÐÅÒÉÏÄÕ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ an ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ an+t = c1an+t−1 +c2an+t−2 + · · ·+cta0, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ËÏÜÆ-
ÆÉÃÉÅÎÔÙ c1; : : : ; ct | ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. åÓÌÉ a0; a1; : : : ; at−1 | ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ,
ÔÏ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÏÓÔÁÔ-
ËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 2, ÒÁÚÂÅÒÅÍ ÓÌÕÞÁÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ
ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ an. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÓÔÁÔËÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ a ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ k. ðÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ [a]n = [an] ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÞÌÅÎÙ (ÔÁË ËÁË
×ÙÞÅÔÏ× ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ k ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ). úÎÁÞÉÔ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

[a]m1 = [a]m2 (2)
ÐÒÉ m1 6= m2. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ T = m1 −m2 > 0.
õÍÎÏÖÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2) ÎÁ [a]n−m2 , ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ [a]n+T = [a]n ÐÒÉ
n > m2. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÔËÏ× ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ an ÎÁ k ÐÅÒÉÏ-
ÄÉÞÅÓËÁÑ. ðÏÄÒÏÂÎÅÅ ÜÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÉÈ ÐÅÒÉÏÄÙ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ
ÎÉÖÅ × ÒÁÚÄÅÌÅ 5.

ðÒÉÍÅÒ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 1; 2; 22; : : : É ÍÏÄÕÌÑ 4 ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ×
ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÎÁÞÉÎÁÔØÓÑ Ó ÓÁÍÏÇÏ
ÎÁÞÁÌÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ: × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÔ-
ËÏ× ÅÓÔØ 1; 2; 0; 0; : : :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2. ïÎÏ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÒÁÓ-
ÓÕÖÄÅÎÉÅ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ ÞÌÅÎÏ× ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ.

äÌÑ ÏÓÔÁÔËÏ× ÞÌÅÎÏ× ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÁËÖÅ ×ÙÐÏÌ-
ÎÑÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

[an+t] = [c1] · [an+t−1] + [c2] · [an+t−2] + · · ·+ [ct] · [a0];
ÐÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÙÅ t ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÞÉÓÌÏ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÉ. îÏ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ t ÏÓÔÁÔËÏ× (ËÏÒÔÅÖÅÊ ÄÌÉÎÙ t) ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ k
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ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ | kt. úÎÁÞÉÔ, ËÁËÏÊ-ÔÏ ÎÁÂÏÒ ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ Ä×ÁÖÄÙ, ÐÏ-
ÓÌÅ ÞÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÁÎÕÔ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉ ÐÏ×ÔÏÒÑÔØÓÑ.

4. óÔÅÐÅÎÎ�ÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ an = nm Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏ-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÔËÏ× rn = nm (mod k) ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÙ × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅ-
ÍÙ 2.

ìÅÍÍÁ 1. a) ðÅÒÉÏÄ T ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ rn = nm (mod k) Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ k.

b) íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÐÅÒÉÏÄÁ T ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ-
×ÏÍ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ k.

Ó) óÕÍÍÁ mT +
(m

2
)
T 2 + · · ·+ ( m

m−1
)
Tm−1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. Á) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i = 0; 1; 2; : : : ÉÍÅÅÍ:

(i+ k)m = im +
(m

1

)
im−1k +

(m
2

)
im−2k2 + · · ·+ km ≡ im (mod k):

ðÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÐÅÒÉÏÄ T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ k. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ
ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (i+T )m ≡ im (mod k) ÄÌÑ ×ÓÅÈ
i > 0.

b) åÓÌÉ T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÏÍ, ÔÏ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ i = 0 ÉÍÅÅÍ:
0m = 0 ≡ (0 + T )m = Tm (mod k):

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÏ Tm ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k É ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÒÅÄÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅ-
ÌÅÊ T ÄÏÌÖÎÙ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ×ÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ k. éÚ Á) ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ
É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ k É T
ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

Ó) åÓÌÉ T | ÐÅÒÉÏÄ, ÔÏ ÐÒÉ i = 1 ÉÍÅÅÍ:

1 = 1m ≡ (1+T )m = 1+mT++
(m

2

)
T 2+· · ·+

( m
m− 1

)
Tm−1+Tm (mod k):

óÏËÒÁÝÁÑ 1 × ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÑÈ ÜÔÏÇÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ É Tm ≡ 0 (mod k) × ÐÒÁ×ÏÊ
ÞÁÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÕÖÎÏÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ïÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÞÌÅÎÏ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÌ-
ÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÎÁ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ k > 1 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ,
ÐÅÒÉÏÄ T ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÅÎ k, ÅÓÌÉ k ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4, É ÒÁ×ÅÎ k=2, ÅÓÌÉ
k ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Á) ÌÅÍÍÙ 1 ÐÅÒÉÏÄ T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ k. åÓÌÉ T < k, ÔÏ T 6 k=2. ðÏÜÔÏÍÕ 2T 6 k. ÷ ÓÉÌÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-
ÎÉÑ Ó) ÌÅÍÍÙ 1 2T > k, Ô. Å. 2T = k. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÏ k ÞÅÔÎÏ. ÷ ÓÉÌÕ
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 180
3
6
9

12
15
18
21
24
27
30
33
36

òÉÓ. 1. x2 (mod 18)
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òÉÓ. 2. x2 (mod 25)

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ b) ÌÅÍÍÙ 1 ÐÅÒÉÏÄ ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÅÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ
k ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4, Á ÐÅÒÉÏÄ T ÒÁ×ÅÎ k=2. ÷Ï ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ T = k.

úÁÄÁÞÁ. ðÒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ,
ÞÔÏ P (1) = 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ P (7) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ an = nm,
m > 2. ëÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ, ×ÓÑËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ an Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË-
ÃÉÅÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÅÇÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. çÒÁ-
ÆÉË ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË. ëÁË ×ÉÄ-
ÎÏ ÉÚ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ n2m ≡ (−n)2m ≡ (T − n)2m (mod k), × ÓÌÕÞÁÅ ÓÔÅÐÅÎÎ�ÙÈ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Ó ÞÅÔÎÙÍ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ ÞÁÓÔØ ÇÒÁÆÉËÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÁÑ ÐÅÒÉÏÄÕ (ÏÔ 0 ÄÏ T ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ x = T=2. îÁ
ÒÉÓ. 1 É 2 ÍÏÖÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ ÜÔÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ (ËÕÓËÉ ÐÁÒÁÂÏÌ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÙ �ÄÌÑ
ËÒÁÓÏÔÙ�).
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ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ T , ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅ-
ÌÅÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÞÉÓÌÁ k É mT
ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k.

ðÕÓÔØ k = p�1
1 p�2

2 · : : : · p�ss , ÇÄÅ p1; p2; : : : ; ps | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉ-
ÓÌÁ, Á ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ �1; : : : ; �s ÂÏÌØÛÅ ÎÕÌÑ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ m × ×ÉÄÅ
m = p�1

1 p
�2
2 · : : : · p�ss m1, ÄÏÐÕÓËÁÑ ÄÌÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ÓÔÅÐÅÎÅÊ �1; : : : ; �s ÚÎÁ-

ÞÅÎÉÅ 0. ðÏÌÏÖÉÍ
T (k;m) = p1

1 p
2
2 ·: : :·pss ; ÇÄÅ i = �i−�i; ÅÓÌÉ �i > �i; É i = 1; ÅÓÌÉ �i 6 �i:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ T (k;m) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ k, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÍ
ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ×ÙÛÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ d(k;m) = k=T (k;m). ìÅÇËÏ ×É-
ÄÅÔØ, ÞÔÏ m ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d(k;m) É
d(k;m) = p�11 p�22 ·: : :·p�ss ; ÇÄÅ �i = �i; ÅÓÌÉ �i > �i; É �i = �i−1; ÅÓÌÉ �i 6 �i;

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ðÅÒÉÏÄ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ rn = nm (mod k) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÌÁ T (k;m).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÚÁÐÉÓÉ ×ÍÅÓÔÏ T (k;m) É d(k;m)
ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ T É d. ÷ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏ-
ÒÅÍÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ i
×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ (i+ T )m ≡ im (mod k). ôÁË ËÁË

(i+ T )m = im +
(m

1

)
Tim−1 + · · ·+

(m
l

)
T lim−l + · · ·+ Tm;

ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ
(m
l
)
T l ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ k = dT ÐÒÉ

1 6 l 6 m.
÷ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ l < m. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ q = m=d. ôÁË ËÁË

(m
l

)
T l = m(m− 1) · : : : · (m− l + 1)

l · (l − 1)! T l = (dT )
(m− 1
l − 1

)
· ql T

l−1;

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A =
(m−1
l−1

) · ql T
l−1 | ÃÅÌÏÅ. ëÁË ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ

ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (m
l

)
= d ·

(m− 1
l − 1

)
· ql ;

× ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ A × ×ÉÄÅ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÊ ÄÒÏÂÉ ÍÏÇÕÔ ×ÈÏ-
ÄÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÄÅÌÉÔÅÌÉ k (ÅÓÌÉ p ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ k, ÔÏ p ÔÁËÖÅ ÎÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ d). îÏ ÅÓÌÉ k ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÔÏ T l−1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÐÏ ËÒÁÊ-
ÎÅÊ ÍÅÒÅ ÎÁ pl−1. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, p ÍÏÖÅÔ ×ÈÏÄÉÔØ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ l ÎÁ
ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ blogp lc ÒÁÚ (ÚÄÅÓØ b c ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÃÅÌÕÀ
ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ). éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á logp l 6 log2 l 6 l−1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ A |
ÃÅÌÏÅ.
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ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Tm ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k. åÓÌÉ p | ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ
k, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ m ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ, ÔÏ p ×ÈÏÄÉÔ × T × ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÞÔÏ É × k.
åÓÌÉ ÖÅ p | ÏÂÝÉÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ k É m, ÔÏ p ×ÈÏÄÉÔ × T ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ
ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ÒÁÚ.

åÓÌÉ � 6 � (ÄÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÚÁÐÉÓÉ ÉÎÄÅËÓÙ ÏÐÕÝÅÎÙ), ÔÏ p ×ÈÏÄÉÔ ×
T × ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. ôÏÇÄÁ p ×ÈÏÄÉÔ × Tm ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ p� ÒÁÚ. ôÁË
ËÁË p > 2 É � > �, ÔÏ p� > 2� > � > �, É Tm ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p�.

åÓÌÉ � > �, ÔÏ p ×ÈÏÄÉÔ × T ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ (�− �)p� ÒÁÚ. ðÏËÁÖÅÍ,
ÞÔÏ (�−�)p� > �. ôÁË ËÁË � 6 p� − 1, ÔÏ 1=� > 1=(p� − 1). õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ
�− � > 1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

1 + �− �
� > 1 + 1

p� − 1
⇔ �

� > p�

p� − 1
⇔ (�− �)p� > �:

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ Tm ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. åÓÌÉ k = p1p2 · : : : · ps, ÇÄÅ p1; p2; : : : ; ps | ÒÁÚÌÉÞ-

ÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ m ÐÅÒÉÏÄ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
an = nm (mod k) ÒÁ×ÅÎ k.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. åÓÌÉ k É m ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ ÐÅÒÉÏÄ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÉ an = nm (mod k) ÒÁ×ÅÎ k.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÅÒÉÏÄ T ÍÅÎØÛÅ k. íÎÏÖÅÓÔ-
×Ï ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ Õ T ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË Õ k (ÌÅÍÍÁ 1b). ðÏÜÔÏÍÕ ÂÅÚ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ k = p2q É T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅ-
ÌÉÔÅÌÅÍ T1 = pq. ôÏÇÄÁ im ≡ (i + T1)m (mod k), Á ÔÁË ËÁË T 2

1 ÄÅÌÉÔÓÑ
ÎÁ k, ÔÏ

1m ≡ (1 + T1)m = 1 +mT1 +
(m

2

)
T 2

1 + · · ·+ Tm1 ≡ 1 +mT1 (mod k):

úÎÁÞÉÔ, mT1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k. ðÏÓËÏÌØËÕ k É m ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ É T1
ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k. ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ, ÔÁË ËÁË T1 < k.

÷ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ m É k ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÐÅÒÉÏÄ ÍÏÖÅÔ
ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÍÅÎØÛÅ T (k;m), ËÁË ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ. åÓÌÉ k =
= 32 = 25 É m = 8 = 23, ÔÏ T (32; 8) = 4. ïÄÎÁËÏ ÐÅÒÉÏÄ T = 2, ËÁË
ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ:

n 0 1 2 3 4
rn 0 1 0 1 0

åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÎÅÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ: 38 ≡ 1 (mod 32).
ïÎÏ ÌÅÇËÏ ÕÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ

38 − 1 = (3− 1)(3 + 1)(32 + 1)(34 + 1):
÷ÓÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÞÅÔÎÙ, Á 3 + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4.



202 í. û. ãÁÌÅÎËÏ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3. åÓÌÉ k = p�1
1 p�2

2 · : : : ·p�ss , m = p�1
1 p

�2
2 · · · · ·p�ss , �i > �i−1

ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 1; 2; : : : ; s, ÔÏ ÐÅÒÉÏÄ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ an = nm (mod k)
ÒÁ×ÅÎ p1p2 · · · · · ps.

5. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ
éÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÎ�ÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÅÒÉÏÄ

×ÓÅÇÄÁ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÍÏÄÕÌÅÍ k. ïÄÎÁËÏ ÕÖÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎË-
ÃÉÊ (ÉÌÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ) an = mn, m > 1, ÐÅÒÉÏÄ ÎÅ ÉÍÅÅÔ
ÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ Ó×ÑÚÉ Ó ÍÏÄÕÌÅÍ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ, ÐÅÒÉÏÄÏÍ an ÂÕÄÅÔ ÔÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ T > 0,
ÞÔÏ

mi(mT − 1) ≡ 0 (mod k) (3)
ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ i.

÷ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ m ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó k. ÷ ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ T ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÒÑÄËÏÍ [m] × ËÏÌØÃÅ Zk, Ô. Å. ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÐÏ-
ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ r, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ [m]r = [1]. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ k É ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó
k. üÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ '(k) É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ üÊ-
ÌÅÒÁ. æÕÎËÃÉÑ üÊÌÅÒÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ: ÄÌÑ
×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ x, y ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ '(xy) = '(x)'(y). éÚ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÕÌØ-
ÔÉÐÌÉËÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÌÅÇËÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÕ üÊÌÅÒÁ

'(p�1
1 p�2

2 · : : : · p�ss ) = (p�1
1 − p�1−1

1 )(p�2
2 − p�2−1

2 ) · : : : · (p�ss − p�s−1
s );

ÇÄÅ pi | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ.
ðÏÓËÏÌØËÕ T ÄÅÌÉÔ '(k), ÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ m'(k) ≡ 1 (mod k),

ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ üÊÌÅÒÁ. åÓÌÉ k | ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ '(k) =
= k − 1 É ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÍÁÌÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ æÅÒÍÁ:
mk−1 ≡ 1 (mod k).

÷ÓÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÆÁËÔÙ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ, É ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ
×Ï ÍÎÏÇÉÈ ËÎÉÇÁÈ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ, ÓËÁÖÅÍ, × ËÎÉÇÅ î. â. áÌÔÕÆÏ×ÏÊ,
á. ÷. õÓÔÉÎÏ×Á �áÌÇÅÂÒÁ É ÔÅÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ. óÂÏÒÎÉË ÚÁÄÁÞ ÄÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-
ÓËÉÈ ÛËÏÌ.�, í.: íãîíï, 2002.

ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÌÅÇËÏ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÍÕ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅ-
ÌÏÇÏ k > 1 ÐÏÌÏÖÉÍ k = p�1

1 p�2
2 · : : : · p�ss k1, ÇÄÅ p1; p2; : : : ; ps | ×ÓÅ ÏÂÝÉÅ

ÐÒÏÓÔÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ m É k, Á �1; �2; : : : ; �s | ÎÁÉÂÏÌØÛÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ, × ËÏÔÏ-
ÒÙÈ ÜÔÉ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ×ÈÏÄÑÔ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ k ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ÷ ÄÁÌØ-
ÎÅÊÛÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ p�1

1 p�2
2 · : : : ·p�ss ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÞÅÒÅÚ b(m; k) ÉÌÉ

ÐÒÏÓÔÏ ÞÅÒÅÚ b. þÉÓÌÏ k1 ÒÁ×ÎÏ k=b(m; k).
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ôÅÏÒÅÍÁ 5. ðÅÒÉÏÄ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÔËÏ× rn = mn(mod k),
ÇÄÅ m É k | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÂÏÌØÛÉÅ 1, ÒÁ×ÅÎ ÐÏÒÑÄËÕ [m]
× Zk1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ b(m; k) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÓÔÅÐÅ-
ÎÅÊ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × m, ×ÓÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ m
ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ b(m; k). îÏ ÔÏÇÄÁ ÉÚ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3) ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ mT − 1 ≡ 0
(mod k1).

ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ.
ðÕÓÔØ k = 12. åÓÌÉ m = 2, ÔÏ k1 = 4 É b = 4. ôÏÇÄÁ ÐÅÒÉÏÄ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÔËÏ×, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÞÉÓÅÌ 2n ÎÁ 12, ÒÁ×ÅÎ
2, ÔÁË ËÁË ×ÙÞÅÔ [2] ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË 2 × Z3. åÓÌÉ m = 3, ÔÏ k1 = 4 É b = 3,
É ÔÏÇÄÁ ÐÅÒÉÏÄ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 3n (mod 12) ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÅÎ 2, ÔÁË ËÁË
×ÙÞÅÔ [3] ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË 2 × Z4.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 5 ÏÂßÑÓÎÑÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ËÒÉ-
ÔÅÒÉÉ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ÒÁÚÎÙÅ ÞÉÓÌÁ k ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ: ÓÌÏÖÎÏÓÔØ
ËÒÉÔÅÒÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ ÐÏÒÑÄËÁ ×ÙÞÅÔÁ [10] × Zk1 . îÁÐÒÉÍÅÒ,
[10] ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË 2 × Z11 É ÐÏÒÑÄÏË 6 × Z7.

6. þÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ
îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÅ-

ËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ
an+2 = an+1 + an

É ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ a0 = 0, a1 = 1. ÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
k ÏÓÔÁÔËÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
ÏÓÔÁÔËÉ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÔÏÍÕ ÖÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÍÕ ÓÏÏÔ-
ÎÏÛÅÎÉÀ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ. üÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÞÌÅÎÏ×
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÔËÏ×. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÌÅÎÁ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ×ÓÀ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ: ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÞÌÅÎÙ am, am+1 ÔÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ am+2, am+3, . . . , ÎÏ É am−1, am−2,
. . . , ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ am+1 = am + am−1 ÓÌÅÄÕÅÔ am−1 = am+1 − am.

éÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÀÔ Ä×Á ×ÁÖÎÙÈ ×Ù×ÏÄÁ:
Á) ÏÓÔÁÔËÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÐÅÒ×ÙÊ

ÐÅÒÉÏÄ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÞÌÅÎÏ× a0 É a1;
Â) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÌÑÔÓÑ

ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÚÁÄÁÎÎÏÅ k.
ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÔÍÅÞÅÎÏ ÔÁËÖÅ × ËÎÉÇÅ î. î. ÷ÏÒÏÂØ£×Á �þÉ-

ÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ�.
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úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÌÅÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ
æÉÂÏÎÁÞÞÉ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏ-
ÝØÀ ÍÅÔÏÄÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ m ÎÏÍÅÒ ×ÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÅÌÉÔÓÑ
ÎÁ k (ÐÅÒ×ÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ a0 = 0). þÉÓÌÏ am−1 ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó am
× ÓÉÌÕ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó k, ÔÁË ËÁË am
ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÎÁÛÅÍÕ ×ÙÂÏÒÕ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k. úÎÁÞÉÔ, ×ÙÞÅÔ [am−1] ÏÂÒÁÔÉÍ ×
Zk, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p ÅÇÏ ÐÏÒÑÄÏË.

ôÅÏÒÅÍÁ 6. ÷ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ, ××ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ, ÐÅÒÉÏÄ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÔËÏ×, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÎÁ k > 1,
ÒÁ×ÅÎ pm.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÙÊ ÐÅÒÉÏÄ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ 0, 1 É ÄÏÌÖÅÎ
ËÏÎÞÁÔØÓÑ ÞÉÓÌÏÍ 1, ÔÁË ËÁË 1 + 0 = 1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ r ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ
ÄÅÌÅÎÉÑ am−1 ÎÁ k. ôÏÇÄÁ ÞÌÅÎÙ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ m − 1, m, m + 1, m + 2 ×
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÔËÏ× ×ÙÇÌÑÄÑÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

r; 0; r; r; 2r (mod k):
úÎÁÞÉÔ, ÏÓÔÁÔÏË Ó ÎÏÍÅÒÏÍ m+ i, 0 6 i < m ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÏÓÔÁÔËÁ Ó ÎÏ-
ÍÅÒÏÍ i ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ r É ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ×ÚÑÔÉÅÍ ÏÓÔÁÔËÁ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ k.
ðÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒÅÄ ÔÒÅÔØÉÍ ÎÕÌÅÍ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÔËÏ× ÐÏÑ×ÉÔÓÑ
ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ r2 ÎÁ k. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÄÁÌØÛÅ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏ-
ÓÌÅ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÎÕÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ
r2 (Ó ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ×ÚÑÔÉÅÍ ÏÓÔÁÔËÁ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ k) É Ô. Ä. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
1 ÐÏÑ×ÉÔÓÑ ÐÅÒ×ÙÊ ÒÁÚ ÐÅÒÅÄ ÎÕÌÅÍ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÔËÏ×, ËÏÇÄÁ
ÐÅÒÅÄ ÎÕÌÅÍ ÏËÁÖÅÔÓÑ [rp]. ôÁË ËÁË ×ÔÏÒÏÍÕ ÎÕÌÀ ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÔ m ÞÉÓÅÌ
É ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÎÁ r, r2, . . . rp−1, ÔÏ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ
ÞÉÓÅÌ × ÐÅÒÉÏÄÅ ÒÁ×ÎÏ mp, ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÌÏÓØ.

ðÏËÁÖÅÍ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÁÈ, ËÁË ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
ÏÓÔÁÔËÏ× ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ ÞÉÓÌÏ k.

ðÕÓÔØ k = 3. ÷ÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ,
ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, ÉÍÅÅÔ ÎÏÍÅÒ 4. ðÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÞÌÅÎ ÒÁ×ÅÎ 2. ôÁË
ËÁË 22 ≡ 1 (mod 3), ÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÜÔÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÒÁ×ÅÎ 2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ
ÔÅÏÒÅÍÅ 6 ÐÅÒÉÏÄ ÒÁ×ÅÎ 4 · 2 = 8.

äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÅÒÉÏÄÁ ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÚÎÁÔØ ×ÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ am, ËÏ-
ÔÏÒÏÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÓÔÁÔÏË rm−1 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ
am−1 ÎÁ k, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÓÔÁÔËÉ Ó×ÑÚÁÎÙ ÔÅÍ ÖÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉ-
ÅÍ, ÞÔÏ É ÓÁÍÉ ÞÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ. ðÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÍ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ
k = 10. ÷ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÔËÏ×:

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
ri 0 1 1 2 3 5 8 3 1 4 5 9 4 3 7 0
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óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, m = 15 É ÏÓÔÁÌÏÓØ ÎÁÊÔÉ ÐÏÒÑÄÏË [7] × ËÏÌØÃÅ Z10. ôÁË
ËÁË 72 ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 9, 73 | ÎÁ 3, 74 | ÎÁ 1, ÐÏÒÑÄÏË ÒÁ×ÅÎ 4. ðÏÜÔÏÍÕ
ÐÅÒÉÏÄ ÒÁ×ÅÎ 15 · 4 = 60.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÁÂÌÉÃÕ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÉÏÄÁ ÄÌÑ k = 2; : : : ; 15. ÷ ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ,
ËÁË É ×ÙÛÅ, |m ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÏÍÅÒ ×ÔÏÒÏÇÏ ÞÌÅÎÁ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ æÉ-
ÂÏÎÁÞÞÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÏÅ k, am | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÞÉÓÌÏ
æÉÂÏÎÁÞÞÉ, p | ÐÏÒÑÄÏË [am−1] × Zk, T (k) | ÐÅÒÉÏÄ.

k m am p T (k) = mp
2 3 2 1 3 · 1 = 3
3 4 3 2 4 · 2 = 3
4 6 8 2 6 · 2 = 12
5 5 5 4 5 · 4 = 20
6 12 144 2 12 · 2 = 24
7 8 21 2 8 · 2 = 16
8 6 8 2 6 · 2 = 12
9 12 144 2 12 · 2 = 24
10 15 610 4 15 · 4 = 60
11 10 55 1 10 · 1 = 10
12 12 144 2 12 · 2 = 24
13 7 13 4 7 · 4 = 28
14 24 46368 2 24 · 2 = 48
15 20 6765 2 20 · 2 = 40
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