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ðÒÉÍÅÒÙ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ
á. ëÁÉÂÈÁÎÏ× á. óËÏÐÅÎËÏ×∗

Wenn Sie unterrichten und davon ausgehen, dass sich
parallele Linien im Unendlichen ber�uhren, ergibt sich doch,
das m�ussen Sie zugeben, so etwas wie Transzendenz.

G. Grass, Katz und Maus

åÓÌÉ ÷Ù ÕÞÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÌÉÎÉÉ
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÷Ù ×Ó£ ÖÅ
ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÇÌÁÓÉÔØÓÑ: ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅÞÔÏ ÎÅÐÏÓÔÉÖÉÍÏÅ.

ç. çÒÁÓÓ, ëÏÛËÁ É ÍÙÛËÁ

ðÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ
ìÉÕ×ÉÌÌÑ É ÎÏ×ÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ
íÁÌÅÒÁ.

÷×ÅÄÅÎÉÅ
þÉÓÌÏ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
at�t + at−1�t−1 + · · ·+ a1�+ a0 = 0

Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ at 6= 0; at−1; : : : ; a0.
÷ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ ÉÌÉ ÄÁÖÅ × ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-

ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ [2,
çÌ. 2, x6]. üÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅ ÄÁÅÔ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÔÒÁÎÓÃÅÎ-
ÄÅÎÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ðÒÉ×ÅÄÅÎÉÅ Ñ×ÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÈ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÔÒÕÄÎÙÍ ÍÁÔÅÒÉ-
ÁÌÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ×ÈÏÄÉÔ ÄÁÖÅ × ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÏÇÏ

∗á. óËÏÐÅÎËÏ× ÐÏÄÄÅÒÖÁÎ òÏÓÓÉÊÓËÉÍ æÏÎÄÏÍ æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ,
ÇÒÁÎÔÙ ÎÏÍÅÒ 05-01-00993 É 04-01-00682, ÇÒÁÎÔÁÍÉ ðÒÅÚÉÄÅÎÔÁ òæ îû-1988.2003.1 É
íä-3938.2005.1, Á ÔÁËÖÅ ÓÔÉÐÅÎÄÉÅÊ ð. äÅÌÉÎÑ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÊ ÎÁ ÅÇÏ ðÒÅÍÉÉ âÁÌØÚÁÎÁ
2004 ÇÏÄÁ.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×ÙÐ. 10, 2006(176{184)
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ËÕÒÓÁ. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÍÅÔËÅ ÍÙ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÁËÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á
ÉÈ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÐÏÎÑÔÎÙ ÄÁÖÅ ÓÔÁÒÛÅËÌÁÓÓÎÉËÁÍ.

üÔÏÔ ÁÂÚÁÃ ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎ ÞÉÔÁÔÅÌÑÍ, ÎÅ ÚÎÁËÏÍÙÍ Ó ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔ-
ÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓ-
ÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍ. þÉÓÌÏ y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ ÔÒÁÎÓÃÅÎ-
ÄÅÎÔÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ | ÎÅÞÔÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ ÍÅÖÄÕ
ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. úÁ-
ÞÅÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ? ïÄÎÏÊ ÉÚ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÏË
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÐÏÓÔÒÏÉÍÏÅ ÞÉÓÌÏ (Ô. Å. ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ
ÂÙÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÏÅ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÐÏÓÔÒÏÉÍÏ [2, çÌ. 2, x6
É çÌ. 3, x3].

ðÅÒ×ÙÊ Ñ×ÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÂÙÌ ÐÒÉ×ÅÄÅÎ öÏÚÅ-
ÆÏÍ ìÉÕ×ÉÌÌÅÍ × 1835 Ç. [2, çÌ. 2, x6].

ôÅÏÒÅÍÁ ìÉÕ×ÉÌÌÑ. þÉÓÌÏ � =
∞∑
n=0

2−n! ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏ.

ìÉÕ×ÉÌÌØ ÄÏËÁÚÁÌ ÔÁËÖÅ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. ðÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ÎÉÖÅ
ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÉÕ×ÉÌÌÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÔÅË-
ÓÔÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ËÉ ÎÉÖÅÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ íÁÌÅÒÁ.

ïÂÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ìÉÕ×ÉÌÌÑ. ðÕÓÔØ z | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ, Ñ×ÌÑ-
ÀÝÅÅÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ n > 1. ôÏÇÄÁ z ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉ-
ÂÌÉÖÅÎÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ p

q Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÌÕÞÛÅÊ, ÞÅÍ 1
qn+1 ; ÄÒÕÇÉ-

ÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÃÅÌÙÈ q ÎÅÐÒÅÍÅÎÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

∣∣z − p
q
∣∣ > 1

qn+1 . [2, çÌ. 2, x6].

÷ 1929 Ç. ëÕÒÔ íÁÌÅÒ ÄÏËÁÚÁÌ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ [4].

ôÅÏÒÅÍÁ íÁÌÅÒÁ. þÉÓÌÏ � =
∞∑
n=0

2−2n ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏ.

ôÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ íÁÌÅÒÁ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ
ìÉÕ×ÉÌÌÑ, Á ÔÁËÖÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍ ôÕÜ, úÉÇÅÌÑ É òÏÔÁ [2, çÌ. 2, x6], [3]. ÷ ÒÁÂÏ-
ÔÅ [4] ÂÙÌ ÐÏÌÕÞÅÎ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï × [4] (ÔÁË ÖÅ
ËÁË É × [5]) ÎÅÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ É ÄÌÉÎÎÏ (ÓÒ. [1]).

çÌÁ×ÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÍÅÔËÉ | ËÏÒÏÔËÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÄÏËÁ-
ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ íÁÌÅÒÁ (ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁ Ä×ÏÉÞÎÏÊ
ÚÁÐÉÓÉ). ÷ÉÄÉÍÏ, ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏ×ÙÍ. ïÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ
× ÒÁÚÄÅÌÅ �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ íÁÌÅÒÁ� É ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÏÓÔÁÌØÎÏÊ
ÞÁÓÔÉ ÚÁÍÅÔËÉ. îÏ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ ÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ
ÉÄÅÉ ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á × ÒÁÚÄÅÌÁÈ �éÄÅÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á
ÔÅÏÒÅÍÙ íÁÌÅÒÁ� É �ïÓÎÏ×ÎÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ
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íÁÌÅÒÁ�. îÁÛÉ ÉÄÅÉ ÄÁÀÔ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ
× ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ.

íÙ ÔÁËÖÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ËÏÒÏÔËÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÒÁÎÓÃÅÎ-
ÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ìÉÕ×ÉÌÌÑ. üÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ÓÌÅÄÕÀ-
ÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ É ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÁÍ, ÏÄÎÁËÏ ÍÙ ÎÅ ÎÁÛÌÉ ÅÇÏ ×
ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÍ ×ÉÄÅ.

äÁÎÎÁÑ ÚÁÍÅÔËÁ ÂÙÌÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × 2002 Ç. á. ëÁÉÂÈÁÎÏ×ÙÍ ÎÁ ÍÅÖ-
ÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÉ Intel ISEF (óûá, ìÕÉÓ×ÉÌÌØ), Á ÔÁËÖÅ é. îÉ-
ËÏËÏÛÅ×ÙÍ É á. óËÏÐÅÎËÏ×ÙÍ ÎÁ ìÅÔÎÅÊ ëÏÎÆÅÒÅÎÃÉÉ ôÕÒÎÉÒÁ çÏÒÏ-
ÄÏ× (òÏÓÓÉÑ, âÅÌÏÒÅÃË). íÙ ×ÙÒÁÖÁÅÍ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ á. çÁÌÏÞËÉÎÕ É
ä. ìÅÛËÏ ÚÁ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ìÉÕ×ÉÌÌÑ

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �s =
s∑

n=0
2−n!.

óÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ìÉÕ×ÉÌÌÑ � ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏ-
ÖÉÍ, ÎÁÐÒÏÔÉ×, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) = bx + c Ó
ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ b 6= 0 É c ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f(�) = 0. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ, ÚÎÁÞÉÔ f(�s) 6= 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ s > |b|. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÄÌÑ
ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ s > |b|:

2−s! 6 |f(�s)| = |f(�)− f(�s)| = |b| · (�− �s) < 2|b| · 2−(s+1)!:
ðÅÒ×ÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ, ÔÁË ËÁË f(�s) 6= 0 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-
ÎÏ ËÁË ÄÒÏÂØ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ 2s!. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ, ÔÁË ËÁË

0 < �− �s < 2−(s+1)!
∞∑

n=0
2−n = 2 · 2−(s+1)!:

ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ìÉÕ×ÉÌÌÑ � ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÉÒ-
ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØÀ, Ô. Å. ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(x) =
= ax2 + bx+ c = 0 Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ a 6= 0, b É c. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ,
ÎÁÐÒÏÔÉ×, ÞÔÏ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÔÁËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ôÁË ËÁË Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ËÏÒÎÅÊ, ÔÏ f(�s) 6= 0 ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØ-
ÛÉÈ s. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ s ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÉÚ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×:

2−2s! 6 |f(�s)| = |f(�)− f(�s)| = (�− �s) · |a(�+ �s) + b| <
< (2|a|�+ |b|) · 2 · 2−(s+1)!:

ðÅÒ×ÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ, ÔÁË ËÁË f(�s) 6= 0 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-
ÎÏ ËÁË ÄÒÏÂØ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ 22s!. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.
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îÁËÏÎÅÃ, ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ìÉÕ-
×ÉÌÌÑ �. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÎÁÐÒÏÔÉ×, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁ-
ÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(x) = atxt + at−1xt−1 + · · · + a1x + a0 = 0 Ó ÃÅÌÙÍÉ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ a0; : : : ; at−1; at 6= 0. ôÁË ËÁË ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÌÉÛØ
ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ, ÔÏ f(�s) 6= 0 ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ s. ôÏÇÄÁ
ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ s ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÎÅ-
ÒÁ×ÅÎÓÔ×:

2−ts! 6 |f(�s)| = |f(�)−f(�s)| = (�−�s)·
∣∣∣∣

∑

06i<n6t
an�n−1−i�is

∣∣∣∣ < C ·2−(s+1)!;

ÇÄÅ C ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ s (ÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f). ðÅÒ-
×ÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ, ÔÁË ËÁË f(�s) 6= 0 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ ËÁË
ÄÒÏÂØ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ 2ts!. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏ-
ÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÐÅÒ×ÏÊ É ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. ¤

éÄÅÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ íÁÌÅÒÁ
íÙ ÐÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÍ ÉÄÅÀ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ.

íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ìÉÕ×ÉÌÌÑ

� =
∞∑

n=0
10−2n = 0;11010001000000010 : : :

ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØÀ, Ô. Å. ËÏÒÎÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 + bx + c = 0 Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ b É c. (áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ íÁÌÅÒÁ � ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÉÒÒÁÃÉÏ-
ÎÁÌØÎÏÓÔØÀ.) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÓÑÔÉÞÎÕÀ ÚÁÐÉÓØ ÞÉÓÌÁ −b� − c ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÙÈ ÃÅÌÙÈ b É c ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ (ÓÌÕÞÁÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁËÏ× ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÃÉÆÒÙ × ÜÔÏÊ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ,
ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÁÌÅËÏ ÏÔ ÚÁÐÑÔÏÊ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ
�ÓÇÕÓÔËÉ� ÏËÏÌÏ ÐÏÚÉÃÉÊ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ 2n: ËÁÖÄÙÊ �ÓÇÕÓÔÏË� ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ
ÞÉÓÌÏ |b|. îÁÐÒÉÍÅÒ ÄÌÑ b = −17 ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

17� − c = : : : ;87170017000000170 : : : 017 : : : :
ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

�2 =
∞∑

k;l=0
10−2k−2l = 0;0121220 : : : 122020002000000012 : : : :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÞÉÓÌÁ �2 ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÃÉÆÒÙ ÒÁÓÐÏ-
ÌÏÖÅÎÙ ÏËÏÌÏ ÐÏÚÉÃÉÊ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ 2k + 2l. îÏ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ l
É k = 2l ÎÁ ÜÔÉÈ ÖÅ ÐÏÚÉÃÉÑÈ ÞÉÓÌÁ −b� − c ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ
�2 6= −b� − c. úÎÁÞÉÔ, � ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØÀ.
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ïÓÎÏ×ÎÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á
ÔÅÏÒÅÍÙ íÁÌÅÒÁ

íÙ ÐÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÊ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ
ÐÒÉÍÅÒÅ. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ E =

∞∑
n=0

an
n! ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {an}∞n=0 ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. (úÁ-
ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ e =

∞∑
n=0

1
n! .)

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÎÁÐÒÏÔÉ×, ÞÔÏ E ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓËÏÌØ
ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ q, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

E = p
q =

q∑

n=0

an
n! + aq+1

(q + 1)! +
∞∑

n=q+2

an
n! :

ðÏÜÔÏÍÕ
p(q − 1)!−

q∑

n=0

q!an
n! = aq+1

q + 1 +
∞∑

n=q+2

q!an
n!

ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. îÏ ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ q ÉÍÅÅÍ
∣∣∣∣

∞∑

n=q+2

q!an
n!

∣∣∣∣ 6 C ·
∞∑

n=q+2

q!
n! < C ·

∞∑

n=2

1
(q + 1)n = C

(q + 1)q <
1

q + 1 6 | aq+1
q + 1 | <

1
2 :

¤

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ íÁÌÅÒÁ
÷ÏÚØÍÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) = atxt + at−1xt−1 + · · · + a1x + a0 Ó ÃÅÌÙÍÉ

ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ at 6= 0; at−1; : : : ; a0. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ
p É ÐÏÌÏÖÉÍ s = 2p(2t − 1)− 2p−1. (÷ Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ s = 1 : : : 1010 : : : 0 Ó
t ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ É p ÎÕÌÑÍÉ). äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÄÒÏÂÎÁÑ ÞÁÓÔØ {2sf(�)} ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.
(üÔÏ ÞÉÓÌÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �s-È×ÏÓÔÏÍ� ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÞÉÓÌÁ f(�): ÅÇÏ

Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ f(�) ÏÔ-
ÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ÚÎÁËÏ× ÓÌÅ×Á ÏÔ s-ÇÏ ÚÎÁËÁ ÐÏÓÌÅ ÚÁÐÑÔÏÊ.)

òÁÓËÒÙ×ÁÑ ÓËÏÂËÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ

�q =
( ∞∑

n=0
2−2n

)q
=

∞∑

n=0
dn(q)2−n;

ÇÄÅ dn(q) ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n × ×ÉÄÅ
ÓÕÍÍÙ q ÓÔÅÐÅÎÅÊ Ä×ÏÊËÉ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ). äÒÕÇÉÍÉ
ÓÌÏ×ÁÍÉ, dn(q) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× (w1; : : : ; wq)
ÄÌÉÎÙ q ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ n = 2w1 + · · · + 2wq (×ÏÚÍÏÖÎÏ wi = wj). îÁÐÒÉÍÅÒ,
d3(2) = 2, ÐÏÓËÏÌØËÕ 3 = 20 + 21 = 21 + 20 É d0(0) = 1.
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éÍÅÅÍ

f(�) =
∞∑

n=0
dn2−n; ÇÄÅ dn = atdn(t) + at−1dn(t− 1) + · · ·+ a0dn(0):

ñÓÎÏ, ÞÔÏ dn(q) = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n ÉÍÅÅÔ ÂÏÌÅÅ q ÅÄÉÎÉÃ
× Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Uq ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ n, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅ
ÂÏÌÅÅ q ÅÄÉÎÉÃ × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ. ôÏÇÄÁ dn = 0 ÄÌÑ n 6∈ Uq.

þÉÓÌÏ s1 = 2p(2t−1) | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚ Ut, ÂÏÌØÛÅÅ, ÞÅÍ s (× Ä×Ï-
ÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ s1 = 1 : : : 10 : : : 0 Ó t ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ É p ÎÕÌÑÍÉ). þÉÓÌÏ s2 = 2t+p
| ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚ Ut, ÂÏÌØÛÅÅ, ÞÅÍ s1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ

{2sf(�)} =
{ ∞∑

n=0
dn2s−n

}
=

{
ds12s−s1 +

∞∑
n=s2

dn2s−n
}
:

ôÏÇÄÁ

{2sf(�)} 6= 0; ÐÏÓËÏÌØËÕ
∣∣∣∣
∞∑

n=s2
dn2s−n

∣∣∣∣
(1)
< 2s−s1 |ds1 |

(2)
< 1=2:

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (1) É (2) ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍ-
ÍÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÐÏÚÖÅ.

ìÅÍÍÁ Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï dn(q) ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ q ÓÔÅÐÅÎÅÊ Ä×ÏÊËÉ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ (q!)2.

éÚ ÌÅÍÍÙ Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ D = D(f)
ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ |dn| 6 D ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2) ×ÅÒÎÏ,
ÔÁË ËÁË |ds1 |2s−s1 6 D · 2−2p−1 < 1=2 ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ p. îÅÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Ï (1) ×ÅÒÎÏ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ p (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-
ÎÉÀ Ï �− �s ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ìÉÕ×ÉÌÌÑ)

∣∣∣∣
∞∑

n=s2
dn2s−n

∣∣∣∣ 6 D
∞∑

n=s2
2s−n = D · 2s+1−s2 = D · 2s−s1+1−2p <

< 2s−s1 6 2s−s1 |ds1 |:
úÄÅÓØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ, ÔÁË ËÁË s1 ∈ Ut − Ut−1, É ds1(q) = 0
ÄÌÑ q < t, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ds1 = atds1(t) 6= 0. ¤

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ. äÌÑ q = 0 ÉÍÅÅÍ
d0(0) = 1 6 0!2. äÌÑ q > 1 ÉÍÅÅÍ dn(q) =

∞∑
r=0

dn−2r(q − 1). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏ q ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ Uq ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ q2 ÃÅÌÙÈ r > 0 ÔÁËÉÈ,
ÞÔÏ n− 2r ∈ Uq−1.
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òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ n ∈ Uq:
n = 2wk + 2wk−1 + · · ·+ 2w1 ; ÇÄÅ wk > wk−1 > · · · > w1 > 0 É k 6 q:

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ w0 = −1. ôÁË ËÁË n − 2r < 0 ÄÌÑ r > wk, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; 2; :::; k ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ q ÃÅÌÙÈ r ∈
[wi−1 + 1; wi] ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ n− 2r ∈ Uq−1.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; 2; :::; k É r ∈ [wi−1 + 1; wi − q] ÉÍÅÅÍ n− 2r 6∈
Uq−1.

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 2wi − 2r = 2wi−1 +
+ 2wi−2 · · ·+ 2r ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ wi− r > q ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ Ä×ÏÊËÉ, ËÁÖÄÁÑ
ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÏÌØÛÅ 2wi−1 É ÍÅÎØÛÅ 2wi < 2wi+1 . ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ n − 2r
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ q−1 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ Ä×ÏÊËÉ.
úÎÁÞÉÔ, n− 2r 6∈ Uq−1. ¤

ïÂÏÂÝÅÎÉÅ
ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÁÎÁ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {an}

ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.
ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ q. îÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ m ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

q-ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ m ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ
q ÞÌÅÎÏ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {ai}: m = ai1 + ai2 + · · ·+ aiq . üÔÉ ÞÌÅÎÙ ÎÅ
ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÉÓÌÏ m = a2 + a2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 2-ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÉÍÙÍ).

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {ai} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ q-ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
ÃÅÌÏÇÏ M ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ q-ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÞÉÓÌÁ a, b É
c, ÐÒÏÍÅÖÕÔËÉ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÂÏÌØÛÅ M (Ô. Å. ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ b− a > M É
c− b > M).

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {ai} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ q-ÒÁÚÒÅ-
ÖÅÎÎÁÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ q.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ai = i ×ÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ-
ÓÅÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 1-ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ
1-ÒÁÚÒÅÖÅÎÁ É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÎÅ ÒÁÚÒÅÖÅÎÁ. ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ íÁ-
ÌÅÒÁ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 2i Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÊ.

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {an} ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ q-ÒÙÈÌÏÊ, ÅÓ-
ÌÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÐÏÓÏÂÏ× ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ n × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ q ÞÌÅÎÏ× ÜÔÏÊ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ) ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ Cq, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ n (ÎÏ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ q).
óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÜÔÏ ÎÅÍÎÏÇÏ ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ q É n
ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ dn(q) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ
q (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ) ÞÌÅÎÏ× ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {ai} Ó ÕÞÅÔÏÍ
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ÐÏÒÑÄËÁ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, dn(q) | ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏ-
ÒÏ× (ai1 ; : : : ; aiq) Ó n = ai1 + · · ·+ aiq . ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {ai} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
q-ÒÙÈÌÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ Cq ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ dn(q) < Cq ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n.

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {ai} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÙÈÌÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ q-ÒÙÈ-
ÌÏÊ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ q.

îÁÐÒÉÍÅÒ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ai = i ÎÅ ÒÙÈÌÁÑ É ÄÁÖÅ ÎÅ 2-ÒÙÈÌÁÑ.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n=2−1 ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ
× ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ dn(2) > n=2 − 1.
éÚ ÌÅÍÍÙ Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 2i Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÒÙÈÌÏÊ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ íÁÌÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏ-
ËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {an} ÒÙÈÌÁÑ É ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÁÑ, ÔÏ
ÞÉÓÌÏ

∞∑
n=0

2−an ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏ.

âÙÌÏ ÂÙ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÎÁÛÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏ-
ÓÔÉ ÞÉÓÌÁ íÁÌÅÒÁ É ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÒÁÎÓ-
ÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ, ×ËÌÀÞÁÀÝÅÇÏ Ä×Á �ÈÏÒÏÛÉÈ� ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ
ÞÉÓÌÁ.

á×ÔÏÒÙ ÎÅ ÚÎÁÀÔ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍÉ
(ÉÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÑÍÉ):

(a)
∞∑
n=0

dn2−2n ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ dn ÃÅÌÙÈ
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

(b)
∞∑
n=0

dn2−2n ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 6 dn 6 n.

(c)
∞∑
n=0

(−1)n2−2n .

(d)
∞∑
n=0

"n2−2n ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ "n ∈ {±1}.

(e)
∞∑
n=0

2−[1;1n].

(f)
∞∑
n=0

2−fn , ÇÄÅ fn+2 = fn+1 + fn, f0 = f1 = 1 | ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
æÉÂÏÎÁÞÞÉ.
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