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÷ ÓÔÁÔØÅ ó. â. çÁÛËÏ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÏ ×ÁÖÎÏÅ É ÉÎ-
ÔÅÒÅÓÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. ïÎÏ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÞÅÔÎÙÊ
ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍ × ÓÒÅÄÎÅÍ ÒÁ×ÎÙÊ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÌÉÛ-
ËÏÍ ÂÏÌØÛÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ. üÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÔÏ ÖÅ ÐÒÏ-
ÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ É ÐÒÉÎÃÉÐ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ × Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ. ïÎÏ É ÅÇÏ
ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ.

÷ ÓÔÁÔØÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÓÙÌËÁ ÎÁ ÍÏÀ ËÎÉÇÕ (ÓÍ. [4] × ÓÐÉÓËÅ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ), ÇÄÅ ÜÔÏ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ. üÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÏ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ | ÄÁÅÔ ÔÁËÉÅ ÂÏÇÁÔÙÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ-
ÓÔÉ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÊ, ÞÔÏ ÍÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÌÏÓØ ÒÁÚÕÍÎÙÍ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÅÇÏ ÚÄÅÓØ. éÔÁË,
ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

ôÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍ

x(t) = 1 + 2
n∑

k=1
�k cos kt

(Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ) ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ, ÔÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÞÎÏÅ ÎÅ-
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

|�1| 6 cos �
n+ 2 :

(ïÂÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÌÅÇËÏ ÒÅÄÕÃÉÒÕÅÔÓÑ Ë ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ | ÜÔÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ × ÎÁ-
ÞÁÌÅ ËÏÍÍÅÎÔÉÒÕÅÍÏÊ ÓÔÁÔØÉ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍ x(·) ÐÒÅÄÓÔÁ×�ÉÍ × ×ÉÄÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ: x(t) = |∑n

k=0 xkeikt|2; xk ∈ R. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

x(t) = (
n∑

k=0
xkeikt)(

n∑

k=0
xke−ikt) =

n∑

k=0
x2
k + 2

n−1∑

k=0
xkxk+1 cos t+ : : : ;

É ÄÅÌÏ Ó×ÅÌÏÓØ Ë ÔÏÞÎÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ:

−
n−1∑

k=0
xkxk+1 → min;

n∑

k=0
x2
k = 1:
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òÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÚ-ÚÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÙ ∑n
k=0 x2

k = 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ðÒÉ-
ÍÅÎÑÅÍ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ. æÕÎËÃÉÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ: L(x; �) =
= −∑n−1

k=0 xkxk+1 + �∑n
k=0 x2

k. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ, ÅÓÌÉ
x | ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ìÁÇÒÁÎÖÁ � ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ @L

@xi
(x; �) =

= 0, 0 6 i 6 n. üÔÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:
x1 = 2�x0; xk−1 + xk+1 = 2�xk; 1 6 k 6 n− 1; xn−1 = 2�xn: (1)

úÎÁÞÉÔ, xk = pk(�)x0, ÇÄÅ pk(·) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ �, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÒÅËÕÒÒÅÎÔ-
ÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ:

pk(�) = 2�pk−1(�)− pk−2(�); k > 2; p0(�) = 1; p1(�) = 2�: (2)
äÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ, ÚÎÁËÏÍÏÇÏ Ó ÔÅÏÒÉÑÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-

ÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏ×, ÎÁ ÜÔÏÍ ×Ó£ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ: ×ÙÐÉÓÁÎÎÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÙ þÅÂÙÛ£×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ: pk(�) =
= sin(k + 1)�

sin � , ÇÄÅ � = cos �. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ××ÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ pn−1(�) = �pn(�) (ÔÁ-
ËÏ×Ï ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ pn+1(cos �) = 0 ⇔
sin(n+ 2)� = 0. íÁËÓÉÍÕÍ × ÚÁÄÁÞÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ËÏÒÎÅÍ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ. ïÔËÕÄÁ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁ×ÎÏ cos �

n+ 2 . ÷ ÜÔÏÍ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÅÏÒÅÍÁ.
äÌÑ ÔÅÈ ÖÅ, ËÔÏ ÓÔÁÌËÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ ×ÓÅÍ ÜÔÉÍ ×ÐÅÒ×ÙÅ, ÎÁÄÏ ËÏÅ-ÞÔÏ ÐÏÑÓÎÉÔØ.
1. õÍÎÏÖÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ x0; x1; : : : ; xn, ÓËÌÁÄÙ×ÁÑ É ÕÞÉ-

ÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ ∑n
k=0 x2

k = 1, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ∑n−1
k=0 xkxk+1 = �, Ô. Å. ÚÎÁÞÅÎÉÅ

ÚÁÄÁÞÉ | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÒÅÄÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ (1).

2. òÅÛÁÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ËÏÎÅÞÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÑÈ ÔÁË. þÁÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÝÅÔÓÑ ×
×ÉÄÅ pk(�) = ak. ôÏÇÄÁ a ÄÏÌÖÎÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ a2 − 2�a + 1, Ô. Å.
a = � ± √

�2 − 1, ÏÔËÕÄÁ a = ei�, ÇÄÅ � = cos �. ïÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÝÅÍ × ×ÉÄÅ
pk(�) = C1eik� + C2e−ik�. õÞÉÔÙ×ÁÑ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ pk(�) =
= sin(k + 1)�

sin � . íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ pn−1(�) = �pn(�) (ÔÁËÏ×Ï ÐÏ-
ÓÌÅÄÎÅÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ) | ÜÔÏ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ sin(n + 2)� = 0,
Ô. Å. � = �

n+ 2 , ÏÔËÕÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁ×ÎÏ cos �
n+ 2 , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.
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