çìáœá III

éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ

ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÞÁÓÔÏ ÄÏÐÕÓ- ËÁÀÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ Ó ÐÌÏÓËÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÎÁ ÉÓËÒÉŒÌÅÎÎÙÊ. íÙ ÐÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÜÔÏ ÚÄÅÓØ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. íÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÓÈÅÍÅ, ÞÔÏ É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, É ÄÁÖÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÆÏÒÍÕÌ ÏÞÅÎØ ÐÏÈÏÖÉ. œÐÒÏÞÅÍ, ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ËÒÉŒÉÚÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÂÏÌÅÅ ÂÏÇÁÔÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. éÍÅÎÎÏ, ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÁ ÒÁÚÎÙÈ ÁÎÁÌÏÇÁ ÐÒÑÍÙÈ: ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÑÍÙÅ, Ô. Å. ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ, É ÏÒÉÃÉËÌÙ (ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ). ó ÎÉÍÉ ÓŒÑÚÁÎÙ ÄŒÁ ÒÁÚÎÙÈ ŒÁÒÉÁÎÔÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ.

äÌÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ) ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÁÎÁÌÏÇ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ, ÏÓÎÏŒÁÎÎÙÊ ÎÁ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÈ ÇÒÕÐÐÙ ÄŒÉÖÅÎÉÊ. œŒÉÄÕ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÔÅÏÒÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ æÕÒØÅ ÄÌÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ) ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖÎÅÅ, ÞÅÍ Õ ÅÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÁÎÁÌÏÇÁ. œÅÒÏÑÔÎÏ, ÓÁÍÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÓÔÒÏÉÔØ ÎÅÅŒËÌÉÄÏŒÕ ÔÅÏÒÉÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ æÕÒØÅ (ÔÅÏÒÉÀ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÊ) | ÞÅÒÅÚ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ, ÄÌÑ ÏÒÉÃÉËÌÏŒ (ÏÒÉÓÆÅÒ). äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ, ËÁË É Œ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒ- ÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ ÏÒÉÃÉËÌÏŒ (ÏÒÉÓÆÅÒ) É ÁÎÁÌÏÇ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÓŒÑÚÁÎÙ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ (ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ. œŒÉÄÕ ÜÔÏÇÏ ÏÒÉÃÉËÌÉÞÅÓËÏÅ (ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÏÞÅÎØ ŒÁÖÎÏ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. ïÎÏ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÎÁ ÄÒÕÇÉÅ ŒÁÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. îÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÍÙ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÍ

ŒÅÓØÍÁ ÏÂÝÉÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ. ðÒÉ ÞÔÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÙ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÏ ÕÞÉÔÙŒÁÔØ ÄÌÑ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÉÚ § 1 É 2 ÇÌÁŒÙ I.

§ 1. üÌÅÍÅÎÔÙ ÐÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ^{1)}

1.1. íÏÄÅÌÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. ðÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ L^2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÇÒÕÐÐÙ SL(2; R) ÓÏ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ SO(2) (ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ). œ ÍÏÄÅÌÉ ðÕ- ÁÎËÁÒÅ ÏÎÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ËÁË ŒÅÒÈÎÑÑ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ Imz ¿ 0 ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ z = x + iy, ÇÄÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ

ÍÁÔÒÉÃÁÍ g =

( ff fi fl ffi ) ∈ SL(2; R), ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÔÁË:

z → z ∘ g = ffz + fl fiz + ffi : ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ÔÏÞËÉ z = i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐÁ SO(2)^{2)}.

òÉÍÁÎÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ L^2 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ:

ds^2 = y^{−2}(dx^2 + dy^2): (1.1)

éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ d ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ z_1 = x_1 + iy_1 É z_2 = x_2 + +iy_2 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

4 sh^2 d 2 = |z_1 − z_2|^2 y_1y_2

: (1.2)

üÌÅÍÅÎÔ ÐÌÏÝÁÄÉ Œ ÍÅÔÒÉËÅ (1.1) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ:

dv = y^{−2} dx dy: (1.3)

äÒÕÇÏÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÚÁÄÁÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ u = ( a b b c ) ; ÇÄÅ a ¿ 0; det u = 1; (1.4)

1) ïÓÎÏŒÎÙÅ ÆÁËÔÙ ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÐÒÉŒÏÄÑÔÓÑ ÚÄÅÓØ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÁ._{2)}

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ ÇÒÕÐÐÙ SL(2; R), ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ±e, ÄÅÊ- ÓÔŒÕÅÔ ÎÅÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ (ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ). ðÏÜÔÏÍÕ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÇÒÕÐÐÙ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÆÁËÔÏÒ-ÇÒÕÐÐÕ SL(2; R)={±e}.

Ó ÄŒÉÖÅÎÉÑÍÉ:

u → g^′ug; g ∈ SL(2; R);

ÇÄÅ g^′ | ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÁÔÒÉÃ ŒÉÄÁ (1.4) ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÏÄÎÕ ÐÏÌÕ ÄŒÕÐÏÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ Œ R^3:

ac − b^2 = 1; a; c ¿ 0: (1.5)

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ z ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ u = u(z) ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ôÏÞËÅ z = i ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ e, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÁ i É ÍÁÔÒÉÃÁ e ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g = ( ff fi fl ffi ) ∈ SL(2; R) ÔÏÞËÅ i∘g =^{ffi+fl}_{fii+ffi} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ u = g^′g.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, i ∘ g = x + iy ÐÒÉ g =

( y_{1=2} 0 xy^{1=2} y^{−1=2} ) , É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ,

ÞÔÏ ÔÏÞËÅ z = x + iy ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ

( y_{−1}(x_2 + y_2) y_{−1}x y^{−1}x y^{−1} ) ; ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÁÔÒÉÃÅ

( a b b c ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ z =^b_c +^i_c .

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÐÏÌÙ ÄŒÕÐÏÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ Ë ÐÏ- ÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁË. óÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÍ ÇÉÐÅÒÂÏ- ÌÏÉÄ (1.5) ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ (b; c) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÏÓÉ a; Œ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ c ¿ 0. úÁÔÅÍ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (b; c) ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ (b; c) → (^b_c ;^1_c ), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ c ¿ 0 Œ ÓÅÂÑ.

œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÉ (1.5) ÕÄÏÂÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÎÏŒÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ x_1 = =^{a+c}_2 ; x_2 =^{a−c}_2 ; x_3 = b: ôÏÇÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ L^2 Œ ŒÉÄÅ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÙ ÄŒÕÐÏÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ Œ R^3 :

[x; x] ≡ x^2_1 − x^2 − x^2_3 = 1; x_1 ¿ 0: (1.6)

œ ÜÔÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ R^3; ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ŒÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÕ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ, Ô.Å. ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ SO_0(1; 2) ∼= SL(2; R)={±e}:

òÉÍÁÎÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ Œ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ:

ds^2 = −dx^2_1 + dx^2 + dx^2_3: (1.7)

éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ d ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ x É y ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏÍ

ch d = [x; y]: (1.8) üÌÅÍÅÎÔ ÐÌÏÝÁÄÉ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x_2; x_3 ÎÁ L^2 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ:

dv = dx_2 dx_3 x_1

: (1.9)

1.2. ïÒÉÃÉËÌÙ. îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏË- ÒÕÖÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ (ÏÒÉÃÉËÌÙ) | ÐÒÅÄÅÌÙ ÎÅÅŒ- ËÌÉÄÏŒÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÃÅÎÔÒ É ÒÁÄÉÕÓ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏ ÓÔÒÅ- ÍÑÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. œ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ ÏÒÉÃÉËÌÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÂÏ ËÁË (ÅŒËÌÉÄÏŒÙ) ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ (ÁÂ- ÓÏÌÀÔÁ), ÌÉÂÏ ËÁË ÐÒÑÍÙÅ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ. ðÏÓÌÅÄÎÉÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ Œ ÔÏÞËÅ x = ∞. éÚ ÜÔÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÏÒÉÃÉËÌ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ:

|¸_2z − ¸_1|^2 = y; ¸ = (¸_1; ¸_2) ∈ R^2 \ 0: (1.10)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÒÉÃÉËÌÏŒ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ (¸_1; ¸_2) ∈ R^2 \ 0, ÐÒÉÞÅÍ ÔÏÞËÁÍ (¸_1; ¸_2) É (−¸_1; −¸_2) ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÏÒÉÃÉËÌ. ïÒÉÃÉËÌ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ (1.10), ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ h(¸) = h(¸_1; ¸_2):

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÐÌÏÓËÏÓÔØ L^2 ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÎÁ ËÁË ŒÅÒÈÎÑÑ ÐÏÌÁ ÄŒÕÐÏ- ÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ (1.6), ÔÏ ÏÒÉÃÉËÌÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÅ ÐÁÒÁÂÏ- ÌÉÞÅÓËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÅÞÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ ŒÉÄÁ [¸; x] ≡ ¸_1 x_1 − ¸_2 x_2 − ¸_3 x_3 = 1; ÇÄÅ ¸ | ÔÏÞËÁ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÙ ËÏÎÕÓÁ [¸; ¸] = 0; ¸_1 ¿ 0; ¸ ∈ R^3:

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ H ÏÒÉÃÉËÌÏŒ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ, É ÐÒÉ- ÔÏÍ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ, ÇÒÕÐÐÁ ÄŒÉÖÅÎÉÊ SL(2; R); ÄŒÉÖÅÎÉÅ, ÏÔŒÅÞÁÀ-

ÝÅÅ ÍÁÔÒÉÃÅ g =

( ff fi fl ffi ) , ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏÒÉÃÉËÌ h(¸_1; ¸_2) Œ ÏÒÉÃÉËÌ

h(ff¸_1 + fl¸_2; fi¸_1 + ffi¸_2).

îÁ ÑÚÙËÅ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÏÒÉÃÉËÌÙ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

üÔÏ ÏÒÂÉÔÙ ÕÎÉÐÏÔÅÎÔÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Z ÍÁÔÒÉÃ

( 1 0 t 1 )_{1)} É ŒÓÅ ÉÈ

ÓÄŒÉÇÉ. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÒÉÃÉËÌÅ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÅ Z, É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÏÒÉÃÉËÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ H ÏÒÉÃÉËÌÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÇÒÕÐÐÙ SL(2; R) ÓÏ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ±Z. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ, ÐÅÒÅÊÄÑ ÏÔ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ L^2 Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ÏÒÉÃÉËÌÏŒ H, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÎÏŒÏÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÔÏÊ ÖÅ

1) œ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ðÕÁÎËÁÒÅ ÜÔÏ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ.

ÇÒÕÐÐÏÊ ÄŒÉÖÅÎÉÊ, ÎÏ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ. ôÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÉÇÒÁÀÔ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

ëÁÖÄÙÊ ÏÒÉÃÉËÌ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÕÀ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ Ó ÁÂÓÏÌÀÔÏÍ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÏÍ. œ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ðÕÁÎËÁÒÅ ÜÔÏ ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ïÒÉÃÉËÌÙ Ó ÏÂÝÉÍ ÃÅÎÔÒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÒÉÃÉËÌ h(¸_1; ¸_2) ËÁÓÁÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ Œ ÔÏÞËÅ x =^{¸1}_{¸2} ; ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÕÞÏË ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÏÒÉÃÉËÌÏŒ ÅÓÔØ {h(˘¸_1; ˘¸_2) | 0 ¡ ˘ ¡ ∞}, ÇÄÅ (¸_1; ¸_2) ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ.

œÓÅ ÔÏÞËÉ ÏÒÉÃÉËÌÁ h(˘¸_1; ˘¸_2) ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 2| ln˘| ÏÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÅÍÕ ÏÒÉÃÉËÌÁ h(¸_1; ¸_2). íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ŒÙ- ÒÁÖÅÎÉÅ æ(z; ¸) = −2 ln˘ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÔÏÞËÉ z ∈ h(˘¸) ÏÔ ÏÒÉÃÉËÌÁ h(¸). ïÎÏ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ:

æ(z; ¸) = ln(y^{−1}|¸_2z − ¸_1|^2) (z = x + iy; ¸ = (¸_1; ¸_2)) (1.11)

(ÐÏÓËÏÌØËÕ ˘ = (y^{−1}|¸_2z − ¸_1|^2)^{−1=2}).

ëÁÖÄÙÊ ÏÒÉÃÉËÌ h(¸) ÒÁÚÂÉŒÁÅÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ L^2 ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ L_+(¸) É L_−(¸), ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ L_+(¸) ÐÒÉÍÙËÁÅÔ Ë ÁÂÓÏÌÀÔÕ, Á ÇÒÁÎÉÃÁ L_−(¸) ÉÍÅÅÔ Ó ÁÂÓÏÌÀÔÏÍ ÌÉÛØ ÏÄÎÕ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ | ÃÅÎÔÒ ÏÒÉÃÉËÌÁ h(¸). ïÂÌÁÓÔÉ L_+(¸) É L_−(¸) ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÔÏÞÅË z ∈ L^2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ æ(z; ¸) ¿ 0 É æ(z; ¸) ¡ 0.

ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L^2 = SO(2) \ SL(2; R) É H = ±Z \ SL(2; R) ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ. ðÏ ÐÏ- ÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÔÏÞËÁÍ ¸ ∈ H ÏÔŒÅÞÁÀÔ ËÒÉŒÙÅ h(¸) Œ L^2 (ÏÒÉÃÉËÌÙ). œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ÔÏÞËÁÍ z ∈ L^2 ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ËÒÉŒÙÅ l(z) ∈ H, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÏÒÉÃÉËÌÏŒ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ z. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÒÉŒÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÅÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ SO(2) ÉÌÉ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ, Ó ÎÅÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÊ. ïÎÁ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ H ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ: ÏÂÌÁÓÔØ H_+(z), ÇÄÅ æ(z; ¸) ¿ 0 É ÏÂÌÁÓÔØ H_−(z), ÇÄÅ æ(z; ¸) ¡ 0. œ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ H = R^2 \ 0 ËÒÉŒÙÅ l(z) | ÜÔÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÜÌÌÉÐÓÙ ÎÁ R^2 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ 0, ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÀÝÉÅ ÐÌÏÝÁÄØ, ÒÁŒÎÕÀ 1; H_+(z) É H_−(z) | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ŒÎÅÛÎÑÑ É ŒÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÞÁÓÔÉ ÜÌÌÉÐÓÁ l(z). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ŒÓÅÈ ÏÒÂÉÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ SO(2) É ÐÏÄÇÒÕÐÐ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ Ó ÎÅÊ, ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏ; Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÌÉÐÓÏŒ ÎÁ R^2 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ 0.

1.3. çÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ \ÐÒÑÍÙÅ" (ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ) ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ L^2. œ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ ÜÔÏ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ Imz ¿ 0 Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ É ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÅ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ \ÐÒÑÍÁÑ" ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ:

(x − a)(x − b) + y^2 = 0; a; b ∈ R∪ (∞); a ≠ b: (1.12) œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ a = ∞ (ÉÌÉ b = ∞) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ (ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ) ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÈ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. éÚ (1.12) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ \ÐÒÑÍÙÈ" ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÉ (a; b), a ≠ b, ÇÄÅ a; b | ÔÏÞËÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ P^1, ÐÒÉÞÅÍ ÐÁÒÁÍ (a; b) É (b; a) ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ \ÐÒÑÍÁÑ".

îÁ ÑÚÙËÅ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ËÁÖÄÁÑ \ÐÒÑÍÁÑ" ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÒÂÉÔÏÊ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐÙ D ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÉÌÉ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ, Ó ÎÅÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÊ, É ŒÓÅ \ÐÒÑÍÙÅ" ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÏÄÎÁ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ ÄŒÉÖÅÎÉÑÍÉ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ \ÐÒÑÍÙÈ" ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ D \ SL(2; R). œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÇÒÕÐÐÏÊ ÄŒÉÖÅÎÉÊ SL(2; R), ÎÏ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ŒÓÅÈ ÏÒÂÉÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐ D É ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ Ó ÎÅÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏ. œ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ ÏÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ŒÓÅÈ ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ Imz ¿ 0 É ÄÕÇ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÒÏŒÎÏ ÄŒÅ ÏÂÝÉÅ ÔÏÞËÉ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

åÓÌÉ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÎÁ ËÁË ŒÅÒÈÎÑÑ ÐÏÌÁ ÇÉÐÅÒ- ÂÏÌÏÉÄÁ (1.6), ÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÉÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ (ÏÄÎÁ ÐÏÌÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ) Ó ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ Œ R^3; ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O, Ô.Å. Ó ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ ¸_1x_1 + ¸_2x_2 + ¸_3x_3 = 0: (1.13)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ fl(¸) ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÕÀ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ (1.13). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØ (1.13) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ [x; x] = 1; ËÏÇÄÁ [¸; ¸] ¡ 0: ôÁË ËÁË, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, fl(˘¸) = fl(¸) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ˘ ≠ 0; ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÎÑÔØ

[¸; ¸] = −1:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁ- ÞÅŒÓËÏÇÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ¸ ÄŒÕÐÏÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ [¸; ¸] = −1 Œ R^3; ÐÒÉÞÅÍ ÔÏÞËÁÍ ¸ É −¸ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ.

§ 2. ïÒÉÃÉËÌÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ

2.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ R^h. œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍ ÁÎÁÌÏÇ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÊ Ó ÏÒÉÃÉËÌÁÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÁÚÏŒÅÍ ÏÒÉÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØ- ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ R^h Œ L^2, ÏÔÎÏÓÑÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ L^2 ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ÏÒÉÃÉËÌÁÍ:

R^h f(¸) = ∫ h(¸)

f(z) ds; ¸ = (¸_1; ¸_2); (2.1)

ÇÄÅ h(¸) | ÏÒÉÃÉËÌ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ (1.10), ds =^{|dz|}_y | ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÌÉÎÙ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ.

œÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ R^h ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÏ ÔÁËÖÅ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÅ:

R^h f(¸) = ∫ L^2

f(z) ffi(æ(z; ¸)) dx dy y^2

; (2.2)

ÇÄÅ æ(z; ¸) | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ z ÄÏ ÏÒÉÃÉËÌÁ h(¸), ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (1.11), Á ffi(·) | ÄÅÌØÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ R:

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ R^h ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÅÎ Ó ÄÅÊ- ÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ SL(2; R). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÐÁÒÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÇÒÕÐÐÙ SL(2; R) | ÐÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅŒ- ÓËÏÇÏ É ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÒÉÃÉËÌÏŒ É ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ë ÆÕÎËÃÉÑÍ ÎÁ ÄÒÕÇÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÐÅÒÅ- ÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÊ Ó ÄŒÉÖÅÎÉÑÍÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ÏÒÂÉÔÁÍ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÐÏ ÉÈ ÓÄŒÉÇÁÍ.

2.2. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ. îÁÊÄÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ R^h, ÓÌÅÄÕÑ ÔÏÊ ÖÅ ÓÈÅÍÅ, ÞÔÏ É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÓÍ. § 1 ÇÌÁŒÙ I).

óÎÁÞÁÌÁ ÂÅÒÅÍ ÒÁÄÉÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f, ÚÁŒÉÓÑÝÕÀ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÎÅÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÔÏÞËÉ z ÏÔ ÔÏÞËÉ i:

f(z) = F (y^{−1=2}|z − i|):

éÚ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÓÔÉ R^h Ó ÄŒÉÖÅÎÉÑÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ L^2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ R^h f(¸) ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÔÏÞËÉ i ÄÏ ÏÒÉÃÉËÌÁ h(¸), Ô. Å.

R^h f(¸) = ^F (r); ÇÄÅ r = æ(i; ¸) = ln(¸^2_1 + ¸^2):

úÎÁÞÉÔ, ^F (r) ÒÁŒÎÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ ÏÒÉÃÉËÌÕ h(e^{r=2}; 0): y = e^r , Ô. Å.

^F (r) = +∞∫ −∞ F (e^{−r=2} √ x^2 + (e^r − 1)^2)e^{−r} dx = 2 +∞∫ 2|sh^r_2 |

F (s)s ds

e^{r=2} √ s^2 − 4 sh^{2 r}_2

(2.3)

(ÓÒ. ÆÏÒÍÕÌÕ (1.2) ÉÚ § 1 ÇÌÁŒÙ I). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÏÔ F (s) Ë e^{r=2} ^F (r) ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ áÂÅÌÑ, É ÉÚ (2.3) ÓÌÅÄÕÅÔ:

F (s) = − 1 ß ∫ 2 sh^r_2 ¿0

(e^{r=2} ^F (r))^′ dr √ 4 sh^{2 r}_2 − s^2

: (2.4) œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

f(i) = F (0) = − 1 2ß ∞∫ 0 (e^{r=2} ^F (r))^′ dr sh^r_2

: (2.5)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ (2.3) e^{r=2} ^F (r) | ÇÌÁÄËÁÑ ÞÅÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (2.5) ÓÈÏÄÉÔÓÑ (ÐÏÓËÏÌØËÕ (e^{r=2} ^F (r))^′_{r=0} = 0) É ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ f(i) ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ:

f(i) = − 1 4ß +∞∫ −∞ (e^{r=2} ^F (r))^′ dr sh^r_2

: (2.6)

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ L^2; ŒÏÚØÍÅÍ ÅÅ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÅ f(z) = F (y^{−1=2}|z − i|) ÐÏ ÎÅÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔÑÍ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ i:

F (y^{−1=2}|z − i|) = 1 2ß 2ß∫ 0 f ( z cos ` + sin` −z sin ` + cos` ) d`; ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ F ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÔÁËÖÅ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÅ:

F (s) = 2 ß ∫ L^2

f(z) ffi(y^{−1} |z − i|^2 − s^2) dx dy y^2 :

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ f(i) = F (0). ðÕÓÔØ ^F (r) = R^h f (¸), r = ln(¸^2_1 + ¸^2 ). éÚ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÓÔÉ R^h Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ SL(2; R) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

^F (r) = 1 2ß 2ß∫ 0 R^h f(e^{r=2} cos `; e^{−r=2} sin`) d` =

= 1 2ß e^{−r} ∫ æ(i;¸)=r

R^h f(¸)(¸_1 d¸_2 − ¸_2 d¸_1) =

= 1 ß e^{−r} ∫ R^2

R^h f(¸) ffi(æ(i; ¸) − r) d¸_1 d¸_2; (2.7)

ÇÄÅ æ(i; ¸) | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ z = i ÄÏ ÏÒÉÃÉËÌÁ h(¸). îÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÉ (2.5) É (2.6) ÉÍÅÅÍ:

f(i) = f (i) = − 1 2ß ∞∫ 0 (e^{r=2} ^F (r))^′ sh^r_2 dr = − 1 4ß +∞∫ −∞ (e^{r=2} ^F (r))^′

sh^r_2 dr (2.8)

(ÓÒ. Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1.4) ÉÚ § 1 ÇÌÁŒÙ I). ðÏÄÓÔÁŒÉŒ ÓÀÄÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (2.7) ÄÌÑ ^F (r), ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÕÐÒÏÝÅÎÉÊ:

f(i) = − 1 4ß^2 ∫ H_±(i)

e^{−1=2}æ(i; ¸) sh^{æ(i;¸)}_2 ( ¸_1 @ @¸_1

+ ¸_2 @ @¸_2 + 1 ) R^h f(¸) d¸_1 d¸_2;

(2.9)

ÇÄÅ H_±(i) | ÏÂÌÁÓÔÉ Œ H^2, ÇÄÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ æ(i; ¸) ¿ 0 É æ(i; ¸) ¡ 0.

þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ f Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ z ÎÕÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÓÄŒÉÇ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÔÏÞËÕ i Œ ÔÏÞËÕ z. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

ôÅÏÒÅÍÁ 2.1. çÌÁÄËÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁ L^2 ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÓŒÏÅ ÏÒÉÃÉËÌÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ R^h f ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ:

f(z) = − 1 2ß ∞∫ 0 (e^{r=2} ^F (z; r))^′r sh^r_2 dr = − 1 4ß +∞∫ −∞ (e^{r=2} ^F (z; r))^′r sh^r_2 dr; (2.10)

ÇÄÅ ^F (z; r) = 1 2ß e^{−r} ∫ æ(z;¸)=r

R^h f(¸)(¸_1 d¸_2 − ¸_2 d¸_1) =

= 1 ß e^{−r} ∫ R^2

R^h f(¸) ffi(æ(z; ¸) − r) d¸_1 d¸_2: (2.11)

(ÓÒ. ÆÏÒÍÕÌÙ (1.5) É (1.6) ÉÚ ÇÌÁŒÙ I):

éÚ (2.9) ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ

f(z) = − 1 4ß^2 ∫ H_±(z)

e^{− 12 æ(z;¸)} sh^{æ(r;¸)}_2 ( ¸_1 @ @¸_1

+ ¸_2 @ @¸_2 + 1 ) R^h f(¸) d¸_1 d¸_2; (2.12)

H_±(z) | ÏÂÌÁÓÔÉ Œ H, ÇÄÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ æ(x; ¸) ¿ 0 É æ(z; ¸) ¡ 0.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ¸_1^@_{@¸1} + ¸_2^@_{@¸2} | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ŒÄÏÌØ ÐÕÞËÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÏÒÉÃÉËÌÏŒ.

2.3. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ áÓÇÅÊÒÓÓÏÎÁ. äÌÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ R^h ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ (2.4) ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ s = 0. ðÒÉ s ≠ 0 ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÓŒÑÚÉ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f É ÅÅ ÏÒÉÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ R^h f.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.2. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ áÓÇÅÊÒÓÓÏÎÁ ÄÌÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ:

F (z; s) = − 1 ß ∫ 2 sh r=2¿s

( e^{r=2} ^F (z; r) )_′ r √ 4 sh^{2 r}_2 − s^2 dr; (2.13)

ÇÄÅ F (r; s) | ÓÒÅÄÎÅÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ ÎÅÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ z

F (z; s) = 2 ß ∫ L^2

f(z^′) ffi(y^{−1}y^{′−1}|z^′ − z|^2 − s^2) dx^′ dy^′ y^{′2}

(2.14)

É ^F (z; r) | ÓÒÅÄÎÅÅ ÆÕÎËÃÉÉ R^h f ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÏÒÉÃÉËÌÏŒ, ÒÁŒÎÏÏÔ- ÓÔÏÑÝÉÈ ÏÔ ÔÏÞËÉ z, ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (2.11). éÍÅÅÍ ÔÁËÖÅ

^F (z; r) = 2 ∞∫ 2| sh^r_2 |

F (z; s)s ds

e^{r=2} √ s^2 − 4 sh^{2 r}_2

: (2.15)

æÏÒÍÕÌÙ (2.13), (2.15) ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ (2.4), (2.3) ÇÒÕÐÐÏŒÙÍ ÓÄŒÉ- ÇÏÍ; ÓÒ. ÉÈ Ó ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ áÓÇÅÊÒÓÓÏÎÁ (1.8), (1.10) ÉÚ § 1 ÇÌÁŒÙ I.

2.4. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ. éÚ (2.15) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ e^{r=2} ^F (z; r) | ÞÅÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ r, Ô. Å.

e^{r=2} ^F (z; r) = e^{−r=2} ^F (z; −r)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ z É r. ðÏÄÓÔÁŒÉŒ ÓÀÄÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (2.11) ÄÌÑ ^F (z; r), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ R^h f:

e^{−r=2} ∫ R^h f(¸) ffi(æ(z; ¸) − r) d¸_1 d¸_2 = e^{r=2} ∫ R^h f(¸) ffi(æ(z; ¸) + r) d¸_1 d¸_2: (2.16)

2.5. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÒÉÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. ðÕÓÔØ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅŒ- ÓËÏÇÏ L^2 ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÎÁ Œ ŒÉÄÅ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÙ ÄŒÕÐÏÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ Œ R^3 [x; x] ≡ x^2_1 − x^2 − x^2_3 = 1; x_1 ¿ 0:

œ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÏÒÉÃÉËÌÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ ÐÌÏÓËÏ- ÓÔÑÍÉ [¸; x] ≡ ¸_1 x_1 − ¸_2 x_2 − ¸_3 x_3 = 1;

ÇÄÅ ¸ | ÔÏÞËÁ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÙ ËÏÎÕÓÁ

K : [¸; ¸] = 0; ¸_1 ¿ 0:

ïÒÉÃÉËÌÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:

R^h f(¸) = ∫ L^2

f(x) ffi([¸; x] − 1) dx; ¸ ∈ K; (2.17)

ÇÄÅ dx = x^{−1}_1 dx_2 dx_3 | ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ L^2:

ôÅÏÒÅÍÁ 2.3. çÌÁÄËÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁ L^2 ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÓŒÏÅ ÏÒÉÃÉËÌÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ R^h f ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁ- ÝÅÎÉÑ:

f(x) = 1 (2ß)^2 ∫ K R^h f(¸) ([¸; x] − 1)^{−2} d¸; ÇÄÅ d¸ = ¸^{−1}_1 d¸_2 d¸_3:

(2.18)

éÎÔÅÇÒÁÌ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÎÉÍÁÔØ Œ ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÏŒÁÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, Á ÉÍÅÎÎÏ ËÁË ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÉ ¯ = −2 ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ¯; ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÒÉ Re ¯ ¿ 0 ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ: (2ß)^{−2} ∫ K R^h f(¸) |[¸; x] − 1|^¯ d¸:

ïÔÍÅÔÉÍ ÓÈÏÄÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌ (2.17) É (2.18) Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÄÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÉÚ ÇÌÁŒÙ I. ðÏÄÏÂÎÏ ÓÌÕÞÁÀ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ, ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (2.18) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁ- ÚÁÔØ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ L^2; ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÄÏ ÔÏÞËÉ x^0 = (1; 0; 0): ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ f ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (2.18) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÒÁÎÅÅ.

§ 3. áÎÁÌÏÇ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ É ÅÇÏ ÓŒÑÚØ Ó ÏÒÉÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ

3.1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÎÁ R^2.. îÁ ÎÁÉŒÎÏÍ ÕÒÏŒÎÅ ËÌÁÓÓÉ- ÞÅÓËÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ æÕÒØÅ ÎÁ R^2 ÅÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ L^2(R^2) ÐÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÓÄŒÉÇÁ, Ô. Å. ÐÏ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁÍ e^{i(¸1 x+¸2y)}. ïÄÎÁËÏ ÏÎ ÔÅÓÎÏ ÓŒÑÚÁÎ É Ó ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ | ÇÒÕÐÐÏÊ ŒÓÅÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. õËÁÖÅÍ ÜÔÕ ÓŒÑÚØ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ ´ ÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Ô. Å. ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÊ Ó ÄŒÉÖÅ- ÎÉÑÍÉ: ´ =^{@2}_{@x2} +^{@2}_{@y2} . éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÎÁ L^2(R^2) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ

ÌÅÂÅÇÏŒÓËÉÊ ÓÐÅËÔÒ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÊ Ó ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÊ (−∞; 0). ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÚÁÐÁÓ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ L^2(R^2). íÙ ÂÕÄÅÍ ŒÅÓÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÎÁ ÎÁÉŒÎÏÍ ÕÒÏŒÎÅ, ÎÅ ÕÔÏÞÎÑÑ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÐÏÄ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁ É ÐÏÄ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ L^2(R^2) ÐÏ ÜÔÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ.

æÉËÓÉÒÕÅÍ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÔÒÁÎÓÌÑÃÉÊ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÓÄŒÉÇÏŒ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÏÓÉ y. œ ËÁÖÄÏÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ´, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ −˘^2 (˘ ∈ R \ 0) ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÁÒÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ | e^{±i˘x}. âÅÒÅÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÉÈ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, e^{i˘x} É ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ Ë ÎÅÊ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÄŒÉÇÉ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÔÒÁÎÓÌÑÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÑ e^{i˘x} ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, Á ÐÒÉ ÐÏŒÏÒÏÔÅ ÎÁ ÕÇÏÌ ` ŒÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ 0 ÏÎÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ e^{i˘(x cos`+y sin `)}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ −˘^2 ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ´ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁÂÏÒ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ e^{i˘(x cos`+y sin `)}, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, É ÆÕÎËÃÉÀ e^{−i˘x}. íÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, É ÐÏ ÎÉÍ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚ- ÌÏÖÉÔØ ÌÀÂÕÀ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f_˘, ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ´ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ −˘^2:

f_˘(x; y) = 1 2ß ∞∫ 0 u_˘(`)e^{i˘(x cos`+y sin `)} d` (˘ ¿ 0): (3.1)

œŒÅÄÅÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ´, ÏÔŒÅÞÁ- ÀÝÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ −˘^2, ÎÏÒÍÕ

‖f_˘‖^2 = 1 2ß 2ß∫ 0 |u_˘(`)|^2 d` (3.2)

É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H_˘. œ H_˘ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ T_˘ ÇÒÕÐÐÙ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ: Œ ÆÕÎËÃÉÑÈ u_˘ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÁÎÓÌÑÃÉÉ (x; y) → (x + x_0; y + y_0) ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ e^{i˘(x0 cos`+y0 sin `)}, Á ÐÏŒÏÒÏÔÕ ÎÁ ÕÇÏÌ ff ŒÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ 0 | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏŒÏÒÏÔÁ u_˘(·) → u_˘(· + ff). îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ T_˘ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ.

ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÄŒÉÖÅÎÉÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L^2(R^2) ÒÁÚÌÁÇÁ- ÅÔÓÑ ÐÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍ T_˘; ÏÐÉÛÅÍ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. ìÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ L^2(R^2) ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌ f = ∞∫ 0 ˘f_˘ d˘; (3.3)

ÇÄÅ f_˘ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (3.1), Œ ËÏÔÏÒÏÍ u_˘(`) = ~f (˘ cos `; ˘ sin`), ~f | ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ f. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ:

‖f‖^2 = ∞∫ 0 ˘‖f_˘‖^2 d˘; (3.4)

ÇÄÅ ‖f_˘‖ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (3.2).

3.2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. ðÒÏŒÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÎÅÓÔÒÏÇÏÍ ÕÒÏŒÎÅ ÄÌÑ ÓÌÕ- ÞÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ|âÅÌØÔÒÁ- ÍÉ ´ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ L^2, Ô. Å. ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÊ Ó ÄŒÉÖÅÎÉÑÍÉ Œ L^2; ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÉÄ:

´ = y^2 ( @^2 @x^2 + @^2 @y^2 ) : ðÕÓÔØ L^2(L^2) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ L^2 Ó ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÍÏÄÕÌÑ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÒÙ dv =^{dx dy}_{y2} ).

ïÐÅÒÁÔÏÒ ´ ÉÍÅÅÔ ÎÁ L^2(L^2) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÌÅÂÅÇÏŒÓËÉÊ ÓÐÅËÔÒ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÊ Ó ÉÎÔÅÒŒÁÌÏÍ (−∞; −1=4). ðÕÓÔØ Z | ÕÎÉÐÏÔÅÎÔÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÍÁÔÒÉÃ ŒÉÄÁ

( 1 0 t 1 ) . ðÏÄ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ æÕÒØÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ

ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ f ∈ L^2(L^2) ÐÏ ÎÅ- ËÏÔÏÒÙÍ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ´, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Z, É ÉÈ ÓÄŒÉÇÁÍ. üÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ É ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÁÍÉ ÜËÓÐÏÎÅÎÔ e^{i(¸1 x+¸2y)}.

œ ËÁÖÄÏÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ´, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ −^{1+s2}_4 (s ∈ R), ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Z | y^{1±is2} . âÅÒÅÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÉÈ y^{1+is2} ; ÐÒÉ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÄŒÉÇÁÈ ÏÎÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÉÄÁ

˘_s(z; ¸) = (y|¸_2z − ¸_1|^{−2})^{1+is2} = exp ( − 1 + is 2 æ(z; ¸) ) ; (3.5)

ÇÄÅ æ(z; ¸) | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ z = x + iy ÄÏ ÏÒÉÃÉËÌÁ h(¸). âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ y^{1±is2} ÚÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÏÒÉÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, Á ÉÈ ÓÄŒÉÇÉ (3.5) | ÐÒÏÓÔÏ ÏÒÉÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ¸ É ¸^′ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ˘_s

ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ. äÒÕÇÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÆÕÎË- ÃÉÑÍÉ ˘_s ÐÒÉ s ¿ 0 ÎÅÔ, É ÅÓÌÉ ŒÚÑÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ˘_s(z; ¸) ÇÄÅ s ¿ 0, Á ¸ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÀ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Œ R^2, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ 0, ÔÏ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ L^2(L^2).

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒ- ÓËÏÇÏ L^2 ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÌÀÂÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÆÕÎ- ËÃÉÉ f ÎÁ L^2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ f É ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÏÒÉÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (3.5),

F f(¸; s) = ∫ L^2

f(z)˘_s(z; ¸) dx dy y^2

: (3.6)

ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÉ ˘_s ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ ÐÏ ¸, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ F f ÔÁËÖÅ ÏÄÎÏ- ÒÏÄÎÁ ÐÏ ¸:

F f(˘¸; s) = |˘|^{−is−1} F f(¸; s): (3.7)

3.3. óŒÑÚØ Ó ÏÒÉÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ É ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅ- ÎÉÑ. ðÏÌÎÏÔÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÏÒÉÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ˘_s ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÌÖÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕ- ÒØÅ F. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÅÅ.

óÎÁÞÁÌÁ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ F f É ÏÒÉÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ R^h f. ëÁË É Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÅ- ÒÅÈÏÄ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ f Ë ÆÕÎËÃÉÉ F f ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÄŒÁ ÜÔÁÐÁ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ f ÐÏ ÏÒÉÃÉËÌÁÍ æ(z; e^{−˘=2}¸) ≡ æ(z; ¸) − ˘ = 0, Á ÚÁÔÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÕÀ ÎÁ e^{− is+12 ˘}, ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÐÏ ˘.

ðÒÉ ÐÅÒŒÏÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ∫ h(e^{−˘=2} ¸)

f(z) ds = R^h f(e^{−˘=2}¸):

éÔÁË, ÉÍÅÅÍ:

ôÅÏÒÅÍÁ 3.1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÎÁ L^2 É ÏÒÉÃÉËÌÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

F f(¸; s) = +∞∫ −∞ R^h f(e^{−˘=2}¸) e^{− is+12 ˘} d˘: (3.8) ïÔÓÀÄÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÓÌÅÄÕÅÔ:

R^h f(¸) = (2ß)^{−1} +∞∫ −∞ F f(¸; s) ds: (3.9)

æÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ F ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÎÁÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (2.12) ÄÌÑ ÏÒÉÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ R^h. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ; ÚÄÅÓØ ÖÅ ÍÙ ÉÄÅÍ Œ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ. ðÏÄÓÔÁŒÉŒ Œ (2.12) ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (3.9) R^h f ÞÅÒÅÚ F f, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

f(z) = − 1 8ß^3 ∫ R^2 +∞∫ −∞ e^{− 12 æ(z;¸)} sh^{æ(z;¸)}_2 ( ¸_1 @ @¸_1

+ ¸_2 @ @¸_2 + 1 ) F f(¸; s) ds d¸_1 d¸_2:

(3.10)

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ (3.7) ÄÌÑ F f ÓÌÅÄÕÅÔ ( ¸_1 @ @¸_1

+ ¸_2 @ @¸_2 + 1 ) F f(¸; s) = −is F f(¸; s):

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÄÁÌÅÅ Œ (3.10) Ë \ÐÏÌÑÒÎÙÍ" ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ ¸ = e^r ¸^′, ÇÄÅ −∞ ¡ r ¡ +∞, Á ¸^′ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÏÎÔÕÒÕ ` ⊂ R^2 \ 0, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÍÕ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ ËÁÖÄÙÊ ÌÕÞ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ 0. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ

f(z) = i 8ß^3 ∫ � +∞∫ −∞ +∞∫ −∞ s e^{− 12 æ(z;¸)} sh ( r +^{æ(z;¸)}_2

) e^{−irs} F f(¸; s) ds dr(¸_1 d¸_2 − ¸_2 d¸_2):

éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏ r (ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ r ÎÕÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ), ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

ôÅÏÒÅÍÁ 3.2. çÌÁÄËÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁ L^2 ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÓŒÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ F f ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ:^{1)}

f(z) = 1 8ß^2 +∞∫ −∞ s th ßs 2 (∫ � F f(¸; s) exp ( − 1 − is 2 æ(z; ¸) ) (¸_1 d¸_2 − ¸_2 d¸_1) ) ds =

= 1 8ß^2 +∞∫ −∞ s th ßs 2 (∫ � F f(¸; s)˘_{−s}(z; ¸)(¸_1 d¸_2 − ¸_2 d¸_1) ) ds: (3.11)

íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÔØÓÑ ÎÁ ÓÔÒÏÇÏÍ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÙ ÐÏÒÑÄËÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÙÌÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÏ ÐÒÉ ŒÙŒÏÄÅ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ (3.11).

3.4. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ f ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÒÁ- ÖÅÎÁ ÔÏÌØËÏ ÞÅÒÅÚ F f(¸; s) ÐÒÉ s ¿ 0. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÓŒÑÚÁÎ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÓÄŒÉÇÉ ÆÕÎËÃÉÊ y^{1±is2} , ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ´, ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÁ. éÍÅÎÎÏ,

y^{1−is2} = c(s) +∞∫ −∞ (y|z − ¸_1|^{−2})^{1+is2} d¸_1;

ÇÄÅ c(s) = ß^{−1=2}`

(_{1+is} 2 ) =` (_{is} 2 ) . ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ F f: ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ � F f(¸; s)˘_{−s}(z; ¸)(¸_1 d¸_2 − ¸_2 d¸_1)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÅÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ s. úÎÁÞÉÔ, Œ ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÉ, ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ F ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ:

f(z) = 1 4ß^2 ∞∫ 0 s th ßs 2 (∫ � F f(¸; s)˘_{−s}(z; ¸)(¸_1 d¸_2 − ¸_2 d¸_1) ) ds: (3.12)

ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ F f ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ É ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (2.16) ÄÌÑ ÏÒÉÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ

1) ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÌ. ÚÎ. +∞∫ −∞ e−irs dr sh(z+ æ2 ) = e i 2 sæ ÇÌ. ÚÎ. +∞∫ −∞ e−irs sh r dr = ie i 2 sæ +∞∫ −∞ sin rs sh r dr = −

−ßi th^{ßs}_2 e^{− i2 sæ}.

R^h f. éÍÅÎÎÏ, ÐÏÄÓÔÁŒÉŒ Œ (2.16) ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ R^h f ÞÅÒÅÚ F f É ÐÅÒÅÊÄÑ Ë \ÐÏÌÑÒÎÙÍ" ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ ¸ = e^t¸^′, ¸^′ ∈ `, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

e^{−r=2} ∫ � +∞∫ −∞ +∞∫ −∞ e^{(1−is)t} F f(¸; s) ffi(2t + æ(z; ¸) − r) ds dt(¸_1 d¸_2 − ¸_2 d¸_1):

(3.13)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÅÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ r. ðÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁŒ ÐÏ t, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ � +∞∫ −∞ e^{−isr} F f(¸; s)e^{− 1−is2 æ(z;¸)}ds(¸_1 d¸_2 − ¸_2 d¸_1)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÅÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ r. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ F f.

3.5. æÏÒÍÕÌÁ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ F f É ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (3.12) ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

ôÅÏÒÅÍÁ 3.3. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ L^2 ÓÐÒÁŒÅÄ- ÌÉŒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ: ∫ L^2

|f(z)|^2 dx dy y^2 = 1 4ß^2 ∞∫ 0 ∫ � s th ßs 2 | F f(¸; s)|^2(¸_1 d¸_2 − ¸_2 d¸_1) ds: (3.14)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÄÓÔÁŒÉŒ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ f(z)f(z)^{dx dy}_{y2} ŒÍÅÓÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ f(z) ÅÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ F f, ÐÏÌÕÞÁÅÍ: ∫ L^2

|f(z)|^2 dx dy y^2 = 1 4ß^2 ∫ L^2 ∞∫ 0 ∫ � s th ßs 2 f(z)F f(¸; s) ×

× exp [ − 1 + is 2 æ(z; ¸) ] (¸_1 d¸_2 − ¸_2 d¸_1) ds dx dy y^2 =

= 1 4ß^2 ∞∫ 0 ∫ � s th ßs 2 | F f(¸; s)|^2(¸_1 d¸_2 − ¸_2 d¸_1) ds:

îÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÐÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÓÈÅÍÅ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ Ó ÇÌÁÄËÉÈ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ L^2(L^2).

§ 4. óŒÑÚØ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ SL(2; R)

ðÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÍ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ L^2 ÓŒÑÚØ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐ ìÉ.

íÙ ÉÍÅÅÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L^2(L^2), Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ T ÇÒÕÐÐÙ SL(2; R) :

T_gf(z) = f(z ∘ g); g ∈ SL(2; R);

ÇÄÅ z → z ∘ g | ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÅ g: úÁÄÁÞÁ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ (ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÄÌÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ) ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ L^2(L^2) ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÙÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÚÁÄÁÞÅ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ L^2(R^2) Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌ æÕÒØÅ, Á ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÔÒÁËÔÏŒÁÔØ ËÁË ÁÎÁÌÏÇÉ ÜËÓÐÏ- ÎÅÎÔ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (3.12) É (3.14) ÉÚ § 3.

œÎÁÞÁÌÅ ÎÕÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÓÁÍÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ L^2(L^2): òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ | âÅÌØÔÒÁÍÉ ´, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ −^{1+s2}_4 . ëÁË ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ, ÏÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ˘_s(z; ¸) = (y|¸_2z − ¸_2|^{−2})^{1+is2} , ÇÄÅ ¸ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÀ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Œ R^2, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ 0. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ:

f_s(z) = ∫ � u_s(¸)˘_s(z; ¸)(¸_1 d¸_2 − ¸_2 d¸_1); (4.1)

ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ u_s ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ:

u_s(˘¸) = |˘|^{is−1}u_s(¸); (4.2)

ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ËÏÎÔÕÒÕ ` ⊂ R^2 \ 0, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÍÕ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ ËÁÖÄÙÊ ÌÕÞ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ 0. (ïÔ ŒÙÂÏÒÁ` ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ, ÔÁË ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÏÄÏÂÉÑ ¸ → ˘¸, ÓÒ. ÆÏÒÍÕÌÕ (1.14) ÉÚ ÇÌÁŒÙ I). œŒÅÄÅÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ f_s ÎÏÒÍÕ

‖f_s‖^2 = ∫ � |u_s(¸)|^2(¸_1 d¸_2 − ¸_2 d¸_1) (4.3)

§ 4. óŒÑÚØ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ SL(2;R) 137

É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H_s ËÁË L^2 ÐÏ ÜÔÏÊ ÎÏÒÍÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, Œ ÓÉÌÕ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ Œ Ð. 3.4, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H_s É H_{−s} ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

óÄŒÉÇÉ ÎÁ L^2 ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ Œ H_s ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ T_s ÇÒÕÐÐÙ SL(2; R). œ ÆÕÎËÃÉÑÈ u_s(¸) ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ:

(T_s(g)u_s)(¸_1; ¸_2) = u_s(ff¸_1 + fl¸_2; fi¸_1 + ffi¸_2); g = ( ff fi fl ffi ) : éÚŒÅÓÔÎÏ,^{1)} ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ.

œŒÅÄÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÑ P_s : L^2(L^2) → H_s

P_sf = f_s;

ÇÄÅ f_s ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (4.1), Œ ËÏÔÏÒÏÍ u_s(¸) = F f(¸; s): ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ P_s ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ SL(2; R) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ L^2(L^2) É H_s: éÔÁË, ÚÁÄÁÞÁ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ L^2(L^2) ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ L^2(L^2) ÐÏ ÉÈ ÐÒÏÅËÃÉÑÍ f_s:

òÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (3.12) É (3.14), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ŒÉÄÅ:

f = 1 4ß^2 +∞∫ 0 s th ßs 2 f_s ds; f_s = P_sf; (4.4) ∫ L^2

|f(z)|^2 dx dy y^2 = 1 4ß^2 ∞∫ 0 s th ßs 2 ‖f_s‖^2 ds; (4.5)

ÇÄÅ ‖f_s‖ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (4.3).

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ŒÙŒÏÄ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ (3.12) ÏÐÉÒÁÌÓÑ ÎÁ ÆÏÒ- ÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ R^h ÏÒÉÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. òÁÚSSÑÓÎÉÍ ÒÏÌØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ó ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ.

ïÐÅÒÁÔÏÒ R^h ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÆÕÎËÃÉÉ f(z) ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L^2 = SO(2) \ SL(2; R) Œ ÆÕÎËÃÉÉ R^h f(¸) ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H = ±Z \ SL(2; R), É ÏÎ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÅÎ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ SL(2; R) ÎÁ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ÎÏ a priori ÍÏÖÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ

1) óÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ: çÅÌØÆÁÎÄ é.í., çÒÁÅŒ í.é., œÉÌÅÎËÉÎ î.ñ. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÅÊ ŒÏÐÒÏÓÙ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ: ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. | í.: æÉÚÍÁÔÇÉÚ, 1962. | œÙÐ. 5.

ÑÄÒÏ. œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ R^h ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁ- ÝÅÎÉÑ, ÑÄÒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, É ÚÁÄÁÞÁ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ SL(2; R) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L^2(L^2) ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÒÁÚ- ÌÏÖÅÎÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ H = ±Z \ SL(2; R). òÅÛÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÒÉÞÉÎÅ. îÁ ÏÄ- ÎÏÒÏÄÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÊ ÐÏÄÏÂÉÑ ¸ → ˘¸, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÈ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ SL(2; R). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A_˘:

(A_˘f)(¸) = f(˘¸):

ïÂÝÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A_˘ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÏ- ÒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ôÁË ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A_˘ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ SL(2; R), ÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÎŒÁ- ÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÅ Œ ÜÔÉÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ SL(2; R) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ H ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀ- ÝÉÅ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ÎÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A_˘ É, ÔÁË ËÁË ÇÒÕÐÐÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A_˘ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ É ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ R, ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÂÙÞÎÏÍÕ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ æÕÒØÅ. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÒÉÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ R^h É ÜÔÏÇÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÅÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ F ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ.

éÔÁË, ÒÏÌØ ÏÒÉÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓŒÏ- ÄÉÔ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L^2 = SO(2) \ SL(2; R) Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÄÒÕÇÏÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ±Z \SL(2; R), ÇÄÅ ÏÎÁ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÓŒÏÄÑÝÉÅ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ, Ë ÚÁÄÁÞÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÒÏÍÅ L^2, É ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. üÔÏÔ ÐÒÉÅÍ, ÐÏÌÕÞÉŒÛÉÊ ÎÁÚŒÁÎÉÅ ÍÅÔÏÄÁ ÏÒÉÓÆÅÒ, ŒÐÅÒŒÙÅ ÂÙÌ ÏÐÉÓÁÎ Œ ÓÔÁÔØÅ é.í. çÅÌØÆÁÎÄÁ É í.é. çÒÁÅŒÁ^{1)}.

ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÊ Œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÂÙÌÉ ÐÏÓÔÒÏ- ÅÎÙ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ SL(2; R); ŒÈÏÄÉÔ Œ ÏÂÝÕÀ ÓÈÅÍÕ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ Œ ÆÕÎËÃÉÑÈ ÎÁ ÏÄ- ÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ, ŒÏÓÈÏÄÑÝÕÀ Ë æÒÏÂÅÎÉÕÓÕ. ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ T ÇÒÕÐÐÙ G ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ Œ ÆÕÎËÃÉÑÈ ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ U \ G ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒ, ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ U ; ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÔÁËÉÈ

1) çÅÌØÆÁÎÄ é.í., çÒÁÅŒ í.é. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐ Œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ É ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÉÍÉ ŒÏÐÒÏÓÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, I: ôÒÕÄÙ ÍÏÓË. ÍÁÔÅÍ. ÏÂ-ŒÁ. | í., 1959. | Ć 8. | ó. 321{390.

ŒÅËÔÏÒÏŒ ÒÁŒÎÁ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ T Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L^2(U \ G). ôÅÏÒÅÍÁ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÑŒÎÏ ÚÁÄÁÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÌÏÖÅÎÉÑ T Œ L^2(U \ G). œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÁÎÁÌÉ- ÔÉÞÅÓËÉÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ.

òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁŒÛÉÅÓÑ ÎÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ y^{1+is2} ËÁË ÒÁÚ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Z, É ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÏ ÎÉÍ ÎÅÐÒÉ- ŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G = SL(2; R) ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÈÅÍÅ æÒÏÂÅ- ÎÉÕÓÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ Œ ËÁÖÄÏÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÄŒÁ (ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ) ŒÅËÔÏÒÁ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Z, ÏÎÏ ÄŒÁÖÄÙ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ L^2(±Z \ G). ïÄÎÁËÏ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ L^2(L^2) ËÁÖÄÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ŒÈÏÄÉÔ Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ 1; ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÓŒÑÚÁÎ Ó ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ F f.

§ 5. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÓŒÑÚÁÎÎÏÅ Ó ÐÒÑÍÙÍÉ (ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍÉ) ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ L^2

5.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ Œ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÁÎÁÌÏÇ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÄÌÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏ- ÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ | ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÓŒÑÚÁÎÎÏÅ Ó \ÐÒÑÍÙÍÉ" (ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍÉ) ÎÁ L^2:

óÏÇÌÁÓÎÏ § 1 ËÁÖÄÁÑ \ÐÒÑÍÁÑ" ÎÁ L^2 ÚÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ÎÁ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ Imz ¿ 0:

(x − a)(x − b) + y^2 = 0; (5.1)

ÇÄÅ a ≠ b, a; b ∈ R∪ (∞); ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÞÅÒÅÚ G(a; b). éÚ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (5.1) ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄŒÉÖÅÎÉÉ z →^{ffz+fl}_{fiz+ffi} ÐÒÑÍÁÑ G(a; b) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ

ÐÒÑÍÕÀ G

(_{ffa+fl}

fia+ffi ;

ffb+fl fib+ffi ) . ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R^g ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÏÔ- ÎÏÓÑÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒ- ÓËÏÇÏ L^2 ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ÐÒÑÍÙÍ Œ L^2 (Ô.Å. ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÍÅÔÒÉËÉ Œ L^2):

R^g f(a; b) = ∫ G(a;b)

f(z) ds; ds = |dz| y : (5.2)

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ SL(2; R).

îÁÊÄÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ, ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f ÐÏ ÆÕÎËÃÉÉ R^g f. ðÒÉ ÅÅ ŒÙŒÏÄÅ ÂÕÄÅÍ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÔÏÊ ÖÅ ÓÈÅÍÅ, ÞÔÏ Œ

ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÏÒÉÃÉËÌÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÎÁ L^2.

óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f ∈ D(L^2), ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÎÁ ÎÅÅŒËÌÉ- ÄÏŒÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ i, Ô. Å. ÎÁ ÏÒÂÉÔÁÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ

SO(2) ÍÁÔÒÉÃ g =

( cos ` − sin` sin ` cos` )

f(z) = F ( |z − i|^2 2y ) : éÚ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÓÔÉ R^g Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ SL(2; R) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ R^g f(a; b) ÔÁËÖÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÉÚ SO(2). îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÐÁÒÙ ÔÏÞÅË a; b ∈ P^1 ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ SO(2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ^{1+ab}_{a−b} . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, R^g f(a; b) = ^F

(_{1+ab} a−b ) . éÚ (5.2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

^F (r) = R^g f(∞; r) = ∞∫ 0 F ( r^2 + (y − 1)^2 2y ) dy y =

= ∞∫ (r^2+1)^{1=2}

F (s−1) ds √ s^2 − (r^2 + 1) = ∞∫ (r^2 +1)^{1=2}

(s^{−1}F (s−1)) s ds √ s^2 − (r^2 + 1) :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ^F (r) | ÞÅÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ r, É ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ áÂÅÌÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

s^{−1}F (s − 1) = − 2 ß ∞∫ √ s^2−1

^F^′(r) dr √ r^2 + 1 − s^2

; s ⩾ 1:

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ s = 1 ÉÍÅÅÍ:

f(i) = F (0) = − 2 ß ∞∫ 0 ^F ′(r) dr r (5.3)

(ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ^F^′(r) = o(r) ÐÒÉ r → 0).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ L^2, f | ÅÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÐÏ ÎÅÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ i,

f (z) = F ( |z − i|^2 2y ) :

éÚ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÓÔÉ R^g Ó ÄŒÉÖÅÎÉÑÍÉ L^2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

R^g f (a; b) = ^F

( 1 + ab a − b ) = 1 2ß 2ß∫ 0 R^g f

( a cos ` + sin` −a sin` + cos` ; b cos` + sin` −b sin` + cos` ) d`;

ÏÔËÕÄÁ

^F (r) = R^g f (∞; r) = = 1 2ß 2ß∫ 0 R^g f ( − ctg `;

r cos ` + sin` −r sin ` + cos` ) d` = 1 ß +∞∫ −∞ R^g f ( t; rt − 1 r + t ) dt 1 + t^2 : (5.4)

óÏÇÌÁÓÎÏ (5.3) ÉÍÅÅÍ:

f(i) = f (i) = − 2 ß ∞∫ 0 ^F^′(r) r dr; (5.5)

ÇÄÅ ^F (r) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (5.4).

þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ f Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ z, ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÓÄŒÉÇ g, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÔÏÞËÕ i Œ ÔÏÞËÕ z, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, g = ( y^{1=2} 0 xy^{−1=2} y^{−1=2} ) : ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÄŒÉÇÅ f(i) ÐÅÒÅÊÄÅÔ Œ f(z), Á R^g f(a; b) Œ R^g f(x + ay; x + by). œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

ôÅÏÒÅÍÁ 5.1. çÌÁÄËÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁ L^2 ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÓŒÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ R^g f, ÓŒÑÚÁÎÎÏÅ Ó ÐÒÑÍÙÍÉ ÎÁ L^2, ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ:

f(z) = − 2 ß ∞∫ 0 ^F ′_s(z; r) r dr;

ÇÄÅ ^F (z; r) = 1 ß +∞∫ −∞ R^g f ( x + ty; x + rt − 1 r + t y ) dt 1 + t^2 :

5.2. óŒÑÚØ Ó ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ òÁÄÏÎÁ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏ- ÓÔÉ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ L^2 ÒÅÁÌÉÚÏ- ŒÁÎÁ ËÁË ŒÅÒÈÎÑÑ ÐÏÌÁ ÄŒÕÐÏÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ [x; x] = 1; ÇÄÅ [x; x] = x^2_1 − x^2 − x^2_3: œ ÜÔÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ ÎÁ L^2 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÉÑÍÉ fl(¸) ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ Ó ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ

⟨¸; x⟩ ≡ ¸_1x_1 + ¸_2x_2 + ¸_3x_3 = 0; [¸; ¸] = −1;

Á ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ R^g ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:

R^g f(¸) = ∫ fl(¸)

f(x) ds; [¸; ¸] = −1; (5.6)

ÇÄÅ ds | ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÌÉÎÙ ÎÁ L^2: îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ Rf ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ

R^g f(¸) = ∫ L^∈ f(x) ffi( ⟨¸; x⟩ ) dx_2 dx_3 x_1

; (5.7)

ÇÄÅ ffi(·) | ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ R:

œ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÑ R^g ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÐÏÄÏÂÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ | æÕÎËÁ, ÓŒÑÚÁÎÎÏÍÕ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÏÊ, ËÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ R ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÍ. § 8 ÇÌÁŒÙ 1. éÍÅÎÎÏ, ÐÏÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÆÕÎ- ËÃÉÉ f ∈ L^2 C^∞ ÆÕÎËÃÉÀ F ÎÁ R^3 \ 0, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏŒÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ F (˘x) = ˘^{−2} F (x) É ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ F | |_{[x;x]=1}= f; F = 0 ÐÒÉ

[x; x] ¡ 0:

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ R ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ RF (¸) = R^g f(¸) ÐÒÉ [¸; ¸] = −1 É R F (¸) = 0 ÐÒÉ [¸; ¸] ¿ 0: ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÇÌÁŒÙ I ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ R (ÓÍ. (8.10) ÎÁ Ó. 63) ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ

ôÅÏÒÅÍÁ 5.2. æÕÎËÃÉÑ f ÎÁ L^2 ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÓŒÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ R^g f, ÓŒÑÚÁÎÎÏÅ Ó ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ:

f(x) = 1 4ß ∫ [¸;¸]=−1

R^g f(¸) ⟨¸; x⟩^{−2} !(¸): (5.8)

ï ÓÍÙÓÌÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉÄÁÅÔÓÑ ÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ, ÓÍ. § 8 ÇÌÁŒÙ I.

§ 6. ïÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ L^3

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ § 1{5 ÄÌÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÐÅ- ÒÅÎÏÓÑÔÓÑ É ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ, ÏÄÎÁËÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÉÎÁÞÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÚÄÅÓØ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ L^3. ïÓÎÏŒÎÏÊ ÕÐÏÒ ÂÕÄÅÔ ÓÄÅÌÁÎ ÎÁ ÑŒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ.

6.1. íÏÄÅÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. óÎÁÞÁÌÁ ÉÚÌÏÖÉÍ ËÒÁÔËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ Œ L^3. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ L^3 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÇÒÕÐÐÙ SL(2; C ) ÓÏ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐ- ÐÏÊ SU (2) (ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ). õÄÏÂÎÏÊ ÄÌÑ ÎÁÓ ÍÏÄÅÌØÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L^3 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ: ÔÏÞËÁÍÉ L^3 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ Ó ÔÒÅÍÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ:

w = x + iy + zj; z ¿ 0;

ÇÄÅ x; y; z ∈ R, i^2 = j^2 = −1, ij = −ji; ÄŒÉÖÅÎÉÅ Œ L^3, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÅ ÍÁÔÒÉÃÅ ( ff fi fl ffi ) ∈ SL(2; R), ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÁË:

w → w^′ = (wfi + ffi)^{−1}(wff + fl):

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ÔÏÞËÉ w = j ÑŒÌÑÅÔÓÑ SU (2).

òÉÍÁÎÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ L^3 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ:

ds^2 = z^{−2}(dx^2 + dy^2 + dz^2): (6.1)

òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ d ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ w_1 = x_1 + y_1i + z_1j É w_2 = x_2 + y_2i + z_2j ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

4 sh^2 d 2 = æ^2(w_1; w_2); (6.2) ÇÄÅ æ^2(w_1; w_2) =

|w_1 − w_2|^2 z_1z_2

; (6.3)

| | | ÎÏÒÍÁ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁ. üÌÅÍÅÎÔ ÏÂSSÅÍÁ Œ ÍÅÔÒÉËÅ (6.1) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ:

dv = z^{−3} dx dy dz: (6.4) äÒÕÇÏÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÚÁÄÁÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÅ ÜÒÍÉÔÏŒÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ u = ( a b b c ) ; a; c ¿ 0; det u = 1 (6.5)

Ó ÄŒÉÖÅÎÉÑÍÉ u → g^∗ug; g ∈ SL(2; C );

ÇÄÅ g^∗ | ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÁÔÒÉÃ (6.5) ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ÏÄÎÕ ÐÏÌÕ ÄŒÕÈÐÏÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉÐÒÅÂÏÌÏÉÄÁ Œ R^4:

ac − b^2_1 − b^2 = 1; a; c ¿ 0 (b_1 + ib_2 = b): (6.6)

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁÍÉ w É ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ u = u(w) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÁË:

x + yi + zj → ( z^{−1}(x^2 + y^2 + z^2) z^{−1}(x + iy) z^{−1}(x − iy) z^{−1} ) ; ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÁÔÒÉÃÅ

( a b b c ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ w =^b_c +

+^1_c j (ÓÒ. ÓÌÕÞÁÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÏÞËÅ w = j ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ.

õÄÏÂÎÏ Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ (6.6) ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÎÏŒÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÁÍ: x_1 =^{a+c}_2 ; x_2 =^{a−c}_2 ; x_3 = b_1; x_4 = b_2: ôÏÇÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÅÁÌÉ- ÚÁÃÉÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ Œ ŒÉÄÅ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÙ ÄŒÕÐÏÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ:

[x; x] ≡ x^2_1 − x^2 − x^2_3 − x^2_4 = 1; x_1 ¿ 0: (6.7)

œ ÜÔÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ R^4; ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ŒÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÕ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ, Ô.Å. ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ SO_0(1; 3) ∼= SL(2; C )={±e}:

òÉÍÁÎÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ Œ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ:

ds^2 = −dx^2_1 + dx^2 + dx^2_3 + dx^2_4;

ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ d ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ x É y ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏÍ

ch d = [x; y];

ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂSSÅÍÁ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x_2; x_3 ÎÁ L^2 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ:

dv = dx_2 dx_3 dx_4

x_1 :

6.2. ïÒÉÓÆÅÒÙ. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÆÅÒÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ (ÏÒÉÓÆÅÒÙ) | ÐÒÅÄÅÌÙ ÎÅÅŒ- ËÌÉÄÏŒÙÈ ÓÆÅÒ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÃÅÎÔÒ É ÒÁÄÉÕÓ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ïÎÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÂÏ ËÁË (ÅŒËÌÉÄÏŒÙ) ÓÆÅÒÙ ÎÁ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ z ¿ 0 Œ R^3, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ z = 0 (ÁÂÓÏÌÀÔÁ), ÌÉÂÏ ËÁË ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ z = 0. ðÏÓÌÅÄÎÉÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ÓÆÅÒÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ z = 0 Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ. œ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÏÒÉÓÆÅÒÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ:

|w¸_2 − ¸_1|^2 = z; w = x + ui + zj; (6.8)

ÇÄÅ ¸ = (¸_1; ¸_2) ∈ C^2 \ 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÒÉÓÆÅÒ ÐÁ- ÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ¸ ∈ C^2 \ 0, ÐÒÉÞÅÍ ÔÏÞËÁÍ ¸ É ˘¸, |˘| = 1 ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÏÒÉÓÆÅÒÁ (ÓÒ. ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÏÒÉÃÉËÌÏŒ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ). ïÒÉÓÆÅÒÕ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ (6.8), ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ h(¸).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L^3 ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÎÏ ËÁË ŒÅÒÈÎÑÑ ÐÏÌÁ ÄŒÕÐÏ- ÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ (6.7), ÔÏ ÏÒÉÓÆÅÒÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÅ ÐÁÒÁÂÏ- ÌÉÞÅÓËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÅÞÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ ŒÉÄÁ [¸; x] = ¸_1 x_1 + ¸_2 x_2 + ¸_3 x_3 + ¸_4 x_4 = 1; ÇÄÅ ¸ | ÔÏÞËÁ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÙ ËÏÎÕÓÁ [¸; ¸] = 0; ¸_1 ¿ 0; ¸ ∈ R^4 \ 0:

îÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÏÒÉÓÆÅÒ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ, É ÐÒÉÔÏÍ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ, ÇÒÕÐÐÁ

ÄŒÉÖÅÎÉÊ SL(2; C ); ÄŒÉÖÅÎÉÅ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÅ ÍÁÔÒÉÃÅ g =

( ff fi fl ffi ) , ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏÒÉÓÆÅÒÕ f(¸_1; ¸_2) Œ ÏÒÉÓÆÅÒÕ h(ff¸_1 + fl¸_2; fi¸_1 + ffi¸_2).

îÁ ÑÚÙËÅ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÏÒÉÓÆÅÒÙ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÔÁË: ÏÎÉ ÌÉÂÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ

ÏÒÂÉÔÁÍÉ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Z ÍÁÔÒÉÃ ŒÉÄÁ

( 1 0 t 1 ) , t ∈ C (ÜÔÏ | ÐÌÏÓËÏ-

ÓÔÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ z = 0), ÌÉÂÏ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÓÄŒÉÇÁÍÉ ÜÔÉÈ ÏÒÂÉÔ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÒÉÓÆÅÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÇÒÕÐÐÙ SL(2; C ) ÓÏ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ±Z.

ëÁÖÄÁÑ ÏÒÉÓÆÅÒÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ËÁÓÁÎÉÑ Ó ÁÂÓÏÌÀÔÏÍ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÅ ÃÅÎÔÒÏÍ. œ ÎÁÛÅÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÜÔÏ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ Ó ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ z = 0. ïÒÉÓÆÅÒÙ Ó ÏÂÝÉÍ ÃÅÎÔÒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÒÉÓÆÅÒÁ h(¸) ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ z = 0 Œ ÔÏÞËÅ^{¸1}_{¸2} ; ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÕÞÏË ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÏÒÉÓÆÅÒ ÅÓÔØ {h(˘¸) | 0 ¡ ˘ ¡ ∞}, ÇÄÅ ¸ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ.

òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ (ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ) æ(w; ¸) ÏÔ ÔÏÞËÉ w ∈ L^3 ÄÏ ÏÒÉÓÆÅÒÙ h(¸) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÄÏ ÏÒÉÃÉËÌÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, É ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:

æ(w; ¸) = ln(z^{−1}|w¸_2 − ¸_1|^2); w = x + yi + zj: (6.9)

6.3. ïÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÁÚÏŒÅÍ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ Œ L^3 ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ R^h, ÏÔÎÏÓÑÝÅÅ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ L^3 ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ÏÒÉÓÆÅÒÁÍ:

R^h f(¸) = ∫ h(¸)

f(w) dœ; (6.10)

ÇÄÅ h(¸) | ÏÒÉÓÆÅÒÁ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ (6.4), Á dœ | (ÎÅÅŒËÌÉÄÏŒ), ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÌÏÝÁÄÉ ÎÁ h(¸).

œÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ R^h ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÏ ÔÁËÖÅ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÅ:

R^h f(¸) = ∫ L^3

f(w) ffi(æ(w; ¸)) dx dy dz z^3

; (6.11)

ÇÄÅ æ(w; ¸) | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÔÏ ÔÏÞËÉ w = x + yi + zj ÄÏ ÏÒÉÓÆÅÒÙ h(¸), ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (6.9).

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ R^h ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÅÎ Ó ÄÅÊ- ÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ SL(2; C ).

6.4. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁ- ÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ R^h, ÐÏŒÔÏÒÉŒ ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕ- ÖÄÅÎÉÑ, ÞÔÏ É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ f | ÒÁÄÉÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÔÏÞËÉ w ÄÏ ÔÏÞËÉ j f(w) = F (z^{−1=2}|w − j|):

ôÏÇÄÁ R^h f(¸) ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÔÏÞËÉ j ÄÏ ÏÒÉÓÆÅÒÙ h(¸), Ô. Å.

R^h f(¸) = ^F (r); ÇÄÅ r = ln(|¸_1|^2 + |¸_2|^2):

úÎÁÞÉÔ, ^F (r) ÒÁŒÎÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ ÏÒÉÓÆÅÒÅ h(e^{r=2}; 0): z = e^r , Ô. Å.

^F (r) = ∫ R^2 F (√ x^2 + y^2 + (e^r − 1)^2

e^{r=2} ) dx dy e^{2r} =

= 2ß ∞∫ 0 F ( √ t^2 + (e^r − 1)^2 e^{r=2} ) t dt e^{2r}

= 2ß ∞∫ 2| sh^r_2 |

F (s) s ds e^r

: (6.12) ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, e^r ^F (r) | ÞÅÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ r,

e^r ^F (r) = e^{−r} ^F (−r)

É, ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ,

(e^r ^F (r))^′ = −2ß(ch rF (2 sh r 2 ) + sh r ch r 2 F^′(2 sh r 2 )): (6.13)

éÚ (6.13) ÐÒÉ r = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ:

f(j) = F (0) = − 1 2ß (e^r ^F (r))^′|_{r=0} (6.14)

(ÓÒ. Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2.5) ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÙ É ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2.4) ÉÚ § 2 ÇÌÁŒÙ I). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ L^3 É

f (w) = F (z^{−1=2}|w − j|)

| ÅÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÐÏ ÎÅÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÓÆÅÒÁÍ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ j. ôÁË ËÁË ÜÔÉ ÓÆÅÒÙ | ÏÒÂÉÔÙ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ g = ( ff fi −fi ff ) ; |ff|^2 + |fi|^2 = 1; ÔÏ

f (w) = F (z^{−1=2}|w − j|) = ∫ f((wfi + ff)^{−1}(wff − fi)) d¯(ff; fi);

ÇÄÅ d¯(ff; fi) | ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, Ô. Å. ÎÁ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ |ff|^2 + |fi|^2 = 1, ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ∫ d¯(ff; fi) = 1. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ F ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÕÄÏÂÎÏÊ ÆÏÒÍÅ:

F (s) = 1 ß ∫ L^3

z^{1=2}|w − j|^{−1}f(w) ffi(z^{−1}|w − j|^2 − s^2) dx dy dz z^3

: (6.15)

ðÕÓÔØ ^F (r) = R^h f (¸), ÇÄÅ r = æ(j; ¸) = ln(|¸_i|^2 + |¸_2|^2). éÚ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞ- ÎÏÓÔÉ R^h Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ SL(2; C ) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

^F (r) = ∫ |ff|^2 +|fi|^2=1

R^h f(e^{r=2}ff; e^{r=2}fi) d¯(ff; fi) =

= ß^2 ( i 2 )_2 ∫

C^2

R^h f(e^{r=2}¸_1; e^{r=2}¸_2) ffi(æ(j; ¸)) d¸_1 d¸_1 d¸_2 d¸_2; (6.16)

ÇÄÅ æ(j; ¸) | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ j ÄÏ ÏÒÉÓÆÅÒÙ h(¸). œ ÓÉÌÕ (6.14) ÉÍÅÅÍ:

f(j) = f(j) = − 1 2ß (e^r ^F (r))^{′′}|_{r=0}:

ðÏÄÓÔÁŒÉŒ ÓÀÄÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (6.16) ÄÌÑ ^F (r), ÐÏÌÕÞÉÍ:

f(j) = − 1 8ß ∫ |¸_1|^2+|¸_2 |^2=1

L^2 R^h f(¸) d¯(¸) =

= − 1 8ß^3 ∫ C^2

L^2 R^h f(¸) ffi(æ(j; ¸)) dv; (6.17) ÇÄÅ L = ¸_1 @ @¸_1

+ ¸_2 @ @¸_2

+ ¸_1 @ @¸_1

+ ¸_2 @ @¸_2

+ 2; dv = ( i 2 )_2 d¸_1 d¸_1 d¸_2 d¸_2:

(6.18) éÔÁË, ÐÏÌÕÞÅÎÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ f(j) ÞÅÒÅÚ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ R^h f. ïÔÓÀÄÁ, ÐÒÉÍÅÎÉŒ ÓÄŒÉÇ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ j Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ w, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

ôÅÏÒÅÍÁ 6.1. æÕÎËÃÉÑ f ÎÁ L^3 ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÓŒÏÅ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ R^h f ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ:

f(w) = − 1 2ß (e^r ^F (w; r))^{′′}|_{r=0}; (6.19) ÇÄÅ ^F (w; r) = ß^{−2} ∫ C^2

R^h f(e^{r=2}¸_1; e^{r=2}¸_2) ffi(æ(w; ¸)) dv; (6.20)

ÏÔÓÀÄÁ f(w) = − 1 8ß^3 ∫ C^2

L^2 R^h f(¸) ffi(æ(w; ¸)) dv; (6.21)

ÇÄÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (6.18).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÁË ËÁË R^h f(e^{i`}¸_1; e^{i`}¸_2) = R^h f(¸_1; ¸_2), ÔÏ L_¸ R^h f = L_¸ R^h f, ÇÄÅ L_¸ = ¸_1^@_{@¸1} + ¸_2^@_{@¸2} + 1, L_¸ = ¸_1^@_{@¸1} + ¸_2^@_{@¸2} + 1. ðÏÜÔÏÍÕ L^2 R^h f = = 4L^2_¸ R^h f = 4L^2_¸ R^h f = 4L_¸L_¸ R^h f.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÌÏËÁÌØÎÁ: ÄÌÑ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÔÏÞËÅ w, ÎÕÖÎÏ ÚÎÁÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÆÕÎËÃÉÉ f ÔÏÌØËÏ ÐÏ ÏÒÉÓÆÅÒÁÍ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÍ Ë w.

6.5. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ. ðÏÐÕÔÎÏ, ÐÒÉÍÅÎÉŒ Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ (6.12) ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÓÄŒÉÇ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.2. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ áÓÇÅÊÒÓÓÏÎÁ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ:

e^r ^F (w; r) = 2ß ∞∫ 2| sh^r_2 |

F (w; s)s ds: (6.22)

úÄÅÓØ F (w; s) | ÓÒÅÄÎÅÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ ÓÆÅÒÁÍ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ w.

F (w; s) = ß^{−1} ∫ L^3

z^{12} z^{′ 12} |w − w^′|^{−1}f(w^′) ffi(z^{−1}z^{′−1}|w − w^′|^2− s^2) dx^′dy^′dz^′ z^3 =

= (2ß)^{−1} ∫ L^3 | | | |sh d(w; w^′) 2 | | | | −1 ffi ( 4 sh^2 d(w; w^′) 2 − s^2 ) f(w^′) dx^′dy^′dz^′ z^{′3}

; (6.23)

ÇÄÅ d(w; w^′) | ÎÅÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ w É w^′, Á ^F (w; r) | ÓÒÅÄÎÅÅ ÆÕÎËÃÉÉ R^h f ÐÏ ÏÒÉÓÆÅÒÁÍ, ÒÁŒÎÏÏÔÓÔÏÑÝÉÍ ÏÔ ÔÏÞËÉ w, ÆÏÒÍÕÌÁ (6.20).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. e^r ^F (w; r) | ÞÅÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ r,

e^r ^F (w; r) = e^{−r} ^F (w; −r):

ðÏÄÓÔÁŒÉŒ ÓÀÄÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (6.20) ÄÌÑ ^F , ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ R^h f ÕÄÏŒ- ÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ:

e^r ∫ R^h f(e^{r=2}¸_1; e^{r=2}¸_2) ffi(æ(w; ¸)) dv =

= e^{−r} ∫ R^h f(e^{−r=2} ¸_1; e^{−r=2}¸_2) ffi(æ(w; ¸)) dv: (6.24)

6.6. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. òÅÁÌÉÚÕÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ L^3 Œ ŒÉÄÅ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÙ ÄŒÕÐÏÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ Œ R^4 [x; x] ≡ x^2_1 − x^2 − x^2_3 − x^2_4 = 1; x_1 ¿ 0:

œ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÏÒÉÓÆÅÒÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓ- ËÏÓÔÑÍÉ [¸; x] ≡ ¸_1 x_1 − ¸_2 x_2 − ¸_3 x_3 − ¸_4 x_4 = 1;

ÇÄÅ ¸ | ÔÏÞËÁ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÙ ËÏÎÕÓÁ

K : [¸; ¸] = 0; ¸_1 ¿ 0:

ïÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:

R^h f(¸) = ∫ L^3

f(x) ffi([¸; x] − 1) dx; ¸ ∈ K; (6.25)

ÇÄÅ dx = x^{−1}_1 dx_2 dx_3 dx_4 | ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ L^3:

ôÅÏÒÅÍÁ 6.3. çÌÁÄËÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁ L^3 ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÓŒÏÅ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ R^h f ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁ- ÝÅÎÉÑ:

f(x) = − 1 8ß^2 ∫ K R^h f(¸) ffi^{′′}([¸; x] − 1) d¸; d¸ = ¸^{−1}_1 d¸_2 d¸_3 d¸_4; (6.26)

ÇÄÅ ffi^{′′}(·) | ŒÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ R:

æÏÒÍÕÌÙ (6.25) É (6.26) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÄÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÉÚ ÇÌÁŒÙ I, É, ÐÏÄÏÂÎÏ ÓÌÕÞÁÀ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ, ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (6.26) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ L^3; ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÄÏ ÔÏÞËÉ x^0 =(1; 0; 0; 0): ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ f ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (6.26) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÒÁÎÅÅ.

6.7. éÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÓŒÑÚÁÎÎÏÅ Ó ŒÐÏÌÎÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅ- ÓËÉÍÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ Œ L^3. úÄÅÓØ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌØ- ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÎÁ L^3; ÏÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔ ÆÕÎËÃÉÑÍ ÎÁ L^3 ÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ŒÐÏÌÎÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍ Œ L^3: ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ R :

òÅÁÌÉÚÕÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ L^3 ËÁË ŒÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÕ ÇÉ- ÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ (6.7) Œ R^4: œ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ŒÐÏÌÎÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ ÜÔÏÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ

⟨¸; x⟩ ≡ ¸_1x_1 + ¸_2x_2 + ¸_3x_3 + ¸_4x_4 = 0;

ÇÄÅ ¸ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÏÄÎÏÐÏÌÏÓÔÎÙÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ [¸; ¸] = −1: éÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ R^g ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:

R^g f(¸) = ∫ L^∈ f(x) ffi( ⟨¸; x⟩ ) dx_2 dx_3 dx_4 x_1

; (6.27)

ÇÄÅ ffi(·) | ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ R; ÓÒ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁ- ÞÅŒÓËÏÇÏ Œ § 5.

ðÏÄÏÂÎÏ ÓÌÕÞÁÀ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ËÁË ÓÌÅÄ- ÓÔŒÉÅ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ R ÎÁ ÐÒÏÅË- ÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÓÍ. § 8 ÇÌÁŒÙ I. éÍÅÎÎÏ, ÐÏÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ L^3 C^∞ ÆÕÎËÃÉÀ F ÎÁ R^4 \ 0, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏŒÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ F (˘x) = |˘|^{−3} F (x) É ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ F | |_{[x;x]=1}= f; F = 0 ÐÒÉ

[x; x] ¡ 0:

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ R ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ RF (¸) = R^g f(¸) ÐÒÉ [¸; ¸] = −1 É R F (¸) = 0 ÐÒÉ [¸; ¸] ¿ 0: ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁ- ÝÅÎÉÑ (8.6) ÇÌÁŒÙ I ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ R (ÓÍ. Ó. 58) ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ:

ôÅÏÒÅÍÁ 6.4. çÌÁÄËÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁ L^3 ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÓŒÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ R^g f, ÓŒÑÚÁÎÎÏÅ Ó ŒÐÏÌÎÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔÑÍÉ, ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ:

f(x) = −(2ß)^{−2} ∫ [¸;¸]=−1

R^g f(¸) ffi^{′′}( ⟨¸; x⟩ ) !(¸); (6.28)

ÇÄÅ ffi^{′′}(·) | ŒÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ R.

ï ÓÍÙÓÌÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉÄÁÅÔÓÑ ÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ, ÓÍ. § 8 ÇÌÁŒÙ I. ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (6.28) ÌÏËÁÌØÎÁ.

äÏÂÁŒÌÅÎÉÅ. ïÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ L^n ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n | ÜÔÏ ŒÅÒÈÎÑÑ ÐÏÌÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ Œ R^{n+1}

[x; x] ≡ x^2_1 − x^2 − : : : − x^2_{n+1} = 1; x_1 ¿ 0; (6.29)

Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÐÒÏÓ- ÔÒÁÎÓÔŒÁ R^{n+1}; ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÍÉ ÜÔÕ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ. ïÒÉÓÆÅÒÁÍÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ

[¸; x] ≡ ¸_1 x_1 − : : : − ¸_{n+1} x_{n+1} = 1; (6.30)

ÇÄÅ ¸ | ÔÏÞËÁ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÙ ËÏÎÕÓÁ K : [¸; ¸] = 0; ¸_1 ¿ 0: ïÒÉÓÆÅÒÉ- ÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:

R^h f(¸) = ∫ L^n

f(x) ffi([¸; x] − 1) dx; ¸ ∈ K; (6.31)

ÇÄÅ dx = x^{−1}_1 dx_2 · · ·dx_{n+1} | ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ L^n:

óÔÒÕËÔÕÒÁ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÞÅÔÎÏÓÔÉ n: ðÒÉŒÅÄÅÍ ÅÅ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. åÓÌÉ n = 2m + 1; ÔÏ

f(x) =

(−1)^m 2 (2ß)^{2m} ∫ K R^h f(¸) ffi^{(2m)}([¸; x] − 1) d¸; (6.32)

ÇÄÅ d¸ = ¸^{−1}_1 d¸_2 · · ·d¸_{n+1} | ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ ËÏÎÕÓÅ K: åÓÌÉ n = 2m; ÔÏ f(x) =

(−1)^m(2m − 1)!

(2ß)^{2m} ∫ K R^h f(¸) ([¸; x] − 1)^{−2m} d¸: (6.33)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ, ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÌÏËÁÌØÎÁ ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n É ÎÅÌÏËÁÌØÎÁ ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n:

§ 7. áÎÁÌÏÇ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ É ÅÇÏ ÓŒÑÚØ Ó ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ

7.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ æÕ- ÒØÅ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ L^3, ÐÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÕÖÅ ÓÄÅÌÁÎÏ ÄÌÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ | âÅÌØÔÒÁÍÉ ´ ÎÁ L^3; ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÉÄ:

´ = z^2 ( @^2 @x^2 + @^2 @y^2 + @^2 @y^2 ) − z @ @z : éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ´ ÉÍÅÅÔ ÎÁ L^2(L^3) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÌÅÂÅÇÏŒÓËÉÊ ÓÐÅËÔÒ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÊ Ó ÉÎÔÅÒŒÁÌÏÍ (−∞; −1). ðÕÓÔØ Z | ÕÎÉÐÏÔÅÎÔÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ŒÉÄÁ

( 1 0 t 1 ) . ðÏÄ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ æÕÒØÅ

ÎÁ L^3 ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ f ∈ L^2(L^3) ÐÏ ÎÅËÏÔÏ- ÒÙÍ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ´, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Z, É ÉÈ ÓÄŒÉÇÁÍ. œ ËÁÖÄÏÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ´, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ −^{4+s2}_4 (s ∈ R), ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÉÎŒÁ- ÒÉÁÎÔÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Z, Á ÉÍÅÎÎÏ, z^{2±is2} . âÅÒÅÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÉÈ z^{2+is2} ; ÐÒÉ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÄŒÉÇÁÈ ÏÎÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÉÄÁ

˘_s(w; ¸) = (z|w¸_2 − ¸_1|^{−2})^{2+is2} = exp ( − 2 + is 2 æ(w; ¸) ) ; ¸ ∈ C^2 ; (7.1)

§ 7. áÎÁÌÏÇ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ 153

ÇÄÅ æ(w; ¸) | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ w = x + yi + zj ÄÏ ÏÒÉÓÆÅÒÙ h(¸). âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ z^{2±is2} ÚÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, Á ÉÈ ÓÄŒÉÇÉ (7.1) | ÐÒÏÓÔÏ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉ- ÑÍÉ. åÓÌÉ ¸; ¸^′ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ˘_s ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ É ÐÒÉ s ¿ 0 ÄÒÕÇÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ˘_s ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. üÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÇÄÁ s ¿ 0, Á ¸ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÀ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Œ C^2 \ 0, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ 0, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ L^2(L^3).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ L^3 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

F f(¸; s) = ∫ L^3

f(w)˘_{−s}(w; ¸) dx dy dz z^3

(7.2)

(ÓÒ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ F f ÄÌÑ L^2 | ÆÏÒÍÕÌÁ (3.6)).

éÚ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ˘_s ÐÏ ¸ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ F f | ÔÁËÖÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ¸:

F f(˘¸; s) = |˘|^{is−2} F f(¸; s): (7.3)

7.2. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ. ðÏÌÎÏÔÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎ- ËÃÉÊ ˘_s ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÌÖÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ F. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÅÅ, ÐÏŒÔÏÒÉŒ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ.

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ËÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, ÍÅÖÄÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ F f É ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ R^h f ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÓŒÑÚØ:

F f(¸; s) = +∞∫ −∞ R^h f(e^{−˘=2}¸)e^{is−22 ˘} d˘: (7.4)

ïÔÓÀÄÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÓÌÅÄÕÅÔ:

R^h f(¸) = (2ß)^{−1} +∞∫ −∞ F f(¸; s) ds: (7.5)

æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ F ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (6.21) ÄÌÑ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ R^h,

ÅÓÌÉ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (7.5) R^h f ÞÅÒÅÚ F f. éÍÅÅÍ:

f(w) = − 1 16ß^4 ∫ C^2 +∞∫ −∞ L^2 F f(¸; s) ffi(æ(w; ¸)) ds dv; (7.6) ÇÄÅ L = ¸_1 @ @¸_1

+ ¸_2 @ @¸_2

+ ¸_1 @ @¸_1

+ ¸_2 @ @¸_2

+ 2:

õÐÒÏÓÔÉÍ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ (7.3) ÄÌÑ F f ÓÌÅÄÕÅÔ

L^2 F f(¸; s) = −s^2 F f(¸; s):

äÁÌÅÅ, ÐÅÒÅÊÄÅÍ Œ (7.6) ÏÔ ¸ Ë ÎÏŒÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ ¸ = ˘¸^′, ÇÄÅ ˘ ∈ C \ 0, Á ¸^′ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ` ⊂ C^2 \ 0, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ ÐÏÞÔÉ ËÁÖÄÕÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ 0. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ:

f(w) = 1 16ß^4 ( i 2 )_2^{+∞}∫ −∞ s^2 (∫ � ∫ C |˘|^{is} F f(¸; s) ffi(2 ln|˘| +

+ æ(w; ¸)) d˘ d˘(¸_1 d¸_2 − ¸_2 d¸_1)(¸_1 d¸_2 − ¸_2 d¸_1) ) ds: éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏ ˘, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ:

ôÅÏÒÅÍÁ 7.1. çÌÁÄËÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁ L^3 ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÓŒÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ F f ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ:

f(w) = 1 16ß^3 i 2 +∞∫ −∞ ∫ � s^2 F f(¸; s) exp ( − 2 + is 2 æ(w; ¸) ) × ×(¸_1 d¸_2 − ¸_2 d¸_1)(¸_1 d¸_2 − ¸_2 d¸_1) ds = (7.7) = 1 16ß^3 i 2 +∞∫ −∞ ∫ � s^2 F f(¸; s)˘_s(w; ¸)(¸_1 d¸_2 − ¸ − 2 d¸_1)(¸_1 d¸_2 − ¸_2 d¸_1) ds:

7.3. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ É ÆÏÒÍÕÌÁ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ. ðÏÄÏÂÎÏ ÓÌÕ- ÞÁÀ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, ÓÄŒÉÇÉ ÚÏÎÁÌØÎÙÈ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎ- ËÃÉÊ z^{2+is2} É z^{2−is2} ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÁ:

z^{2−is2} = c(s) i 2 ∫ C (z|w − ¸_1|^{−2})^{2+is2} d¸_1 d¸_1;

§ 8. óŒÑÚØ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ SL(2;C ) 155

ÇÄÅ c(s) =^{is}_{2ß} . ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ F f: ∫

� F f(¸; s)˘_s(w; ¸)(¸_1 d¸_2 − ¸_2 d¸_1)(¸_1 d¸_2 − ¸_2 d¸_1):

éÎÔÅÇÒÁÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÅÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ s. œ ÓÉÌÕ ÜÔÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁ L^3 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÒÁÖÅÎÁ ÔÏÌØËÏ ÞÅÒÅÚ F f(¸; s) ÐÒÉ s ¿ 0:

f(w) = 1 8ß^3 i 2 ∞∫ 0 ∫ � s^2 F f(¸; s)˘_s(w; ¸)(¸_1 d¸_2 − ¸_2 d¸_1)(¸_1 d¸_2 − ¸_2 d¸_1) ds:

(7.8)

ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ. ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ F f ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (6.24) ÄÌÑ R^h f.

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ F f É ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (7.5) ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

ôÅÏÒÅÍÁ 7.2. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ L^3 ÓÐÒÁŒÅÄ- ÌÉŒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ: ∫ L^3

|f(w)|^2 dxdydz z^3

= (7.9)

= 1 8ß^3 i 2 ∞∫ 0 s^2 ∫ � | F f(¸; s)|^2(¸_1 d¸_2 − ¸_2 d¸_1)(¸_1 d¸_2 − ¸_2 d¸_1) ds

(ÓÒ. ÆÏÒÍÕÌÕ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ (3.14) ÄÌÑ L^2). îÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ðÌÁÎ- ÛÅÒÅÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ F f ÐÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÓÈÅÍÅ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ L^2(L^2).

§ 8. óŒÑÚØ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ SL(2; C )

õÓÔÁÎÏŒÉÍ ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ ÓÏ ÓÌÕÞÁÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, ÓŒÑÚØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ Œ § 7 ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ SL(2; C ).

íÙ ÉÍÅÅÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L^2(L^3), Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ T ÇÒÕÐÐÙ SL(2; C ) :

T_g f(w) = f(w ∘ g); g ∈ SL(2; C );

ÇÄÅ w → w ∘ g | ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÅ g: úÁÄÁÞÁ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ (ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ) ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ L^2(L^2) ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÙÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

œÎÁÞÁÌÅ ÎÁÄÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÓÁÍÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ L^2(L^2): òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ | âÅÌØÔÒÁÍÉ ´ ÎÁ L^3, ÏÔŒÅÞÁ- ÀÝÅÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ −^{4+s2}_4 . ïÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ˘_s(w; ¸), ÓÍ. (4.1), É ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ:

f_s(w) = i 2 ∫ � u_s(¸)˘_s(z; ¸)(¸_1 d¸_2 − ¸_2 d¸_1)(¸_1 d¸_2 − ¸_2 d¸_1); (8.1)

ÇÄÅ u_s ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ

u_s(˘¸) = |˘|^{is−2}u_s(¸); ˘ ∈ C \ 0; (8.2)

ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ `⊂C^2 \0, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ ÐÏÞÔÉ ËÁÖÄÕÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ 0. œŒÅÄÅÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ f_s ÎÏÒÍÕ

‖f_s‖^2 = ∫ � |u_s(¸)|^2(¸_1 d¸_2 − ¸_2 d¸_1)(¸_1 d¸_2 − ¸_2 d¸_1) (8.3)

É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L^2 ÐÏ ÜÔÏÊ ÎÏÒÍÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ H_s. óÄŒÉÇÉ ÎÁ L^3 ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ Œ H_s ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ T_s ÇÒÕÐÐÙ SL(2; C ). œ ÆÕÎËÃÉÑÈ u_s(¸) ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ:

(T_s(g)u_s)(¸_1; ¸_2) = u_s(ff¸_1 + fl¸_2; fi¸_1 + ffi¸_2); g = ( ff fi fl ffi ) : éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ. íÙ ÓÔÒÏÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ P_s : L^2(L^3) → H_s P_sf = f_s;

ÇÄÅ f_s ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (8.1), Œ ËÏÔÏÒÏÍ u_s(¸) = F f(¸). üÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÅÎ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ SL(2; C ) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁÈ L^2(L^3) É H_s. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÎÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÉ (7.8), (7.2) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ f ∈ L^2(L^3) ÐÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ:

f = 1 8ß^3 ∞∫ 0 s^2f_s ds; f_s = P_sf (8.4)

É ÆÏÒÍÕÌÕ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ ∫ L^3

|f(w)|^2 dxdydz z^3 = 1 8ß^3 +∞∫ 0 s^2‖f_s‖^2 ds; (8.5)

ÇÄÅ ‖f_s‖ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (8.3).

§ 9. œÏÌÎÏŒÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ É ÐÒÉÎÃÉÐ çÀÊÇÅÎÓÁ

9.1. äŒÕÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ|âÅÌØÔ- ÒÁÍÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ L^2 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ´^2 = y^2

(_{@2}

@x^2 +

@^2 @y^2 ) É ÅÇÏ ÓÐÅËÔÒ Œ L^2(L^2) ÅÓÔØ ÉÎÔÅÒŒÁÌ (−∞; −^1_4 ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ŒÏÌÎÏŒÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÎÁ L^2:

@^2u @t^2

= y^2 ( @^2u @x^2 + @^2u @y^2 ) + 1 4 u: (9.1)

þÌÅÎ^1_4 u ÄÏÂÁŒÌÅÎ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÐÅËÔÒ ÓÔÏÑÝÅÇÏ ÓÐÒÁŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÏŒÐÁÄÁÌ Ó ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÊ (−∞; 0).

ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÒÉÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (9.1):

u(0; z) = 0; u^′_t(0; z) = f(z); (9.2)

ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ f ∈ D(L^2). ðÒÉŒÅÄÅÎÎÙÊ ÎÉÖÅ ŒÙŒÏÄ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÎ ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ŒÏÌÎÏŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÓÍ. § 3 ÇÌÁŒÙ I). ïÎ ÏÓÎÏŒÁÎ ÎÁ ÍÅÔÏÄÅ ÏÒÉÃÉ- ËÌÉÞÅÓËÉÈ ŒÏÌÎ, ÏÐÉÒÁÀÝÅÍÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÆÁËÔ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.1. åÓÌÉ ’(s) | ÌÀÂÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÏÇÏ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ¸ ∈ R^2 ÆÕÎËÃÉÑ

˘_¸ (t; z) = e^{±t=2}’(æ(z; e^{±t=2}¸)) = e^{±t=2}’(æ(z; ¸) ± t); (9.3)

ÇÄÅ æ(z; ¸) = ln(y^{−1}|¸_2z − ¸_1|^2) | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ z ÄÏ ÏÒÉÃÉËÌÁ h(¸), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ŒÏÌÎÏŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (9.1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ | ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ.

æÕÎËÃÉÉ (9.3) ÎÁÚÏŒÅÍ ÏÒÉÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ŒÏÌÎÁÍÉ. íÅÔÏÄ ÏÒÉÃÉËÌÉ- ÞÅÓËÉÈ ŒÏÌÎ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (9.1) Œ ŒÉÄÅ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ ÏÒÉÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ŒÏÌÎ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (9.2). ðÕÓÔØ R^h f | ÏÒÉÃÉËÌÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f, ^F (z; r) | ÓÒÅÄÎÅÅ ÆÕÎËÃÉÉ R^h f ÐÏ ÏÒÉÃÉËÌÁÍ, ÒÁŒÎÏÏÔÓÔÏÑÝÉÍ ÏÔ ÔÏÞËÉ z ∈ L^2, ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (2.11). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ

u(t; z) = − 1 4ß +∞∫ −∞ e^{r+t2} ^F (z; r + t) sh^r_2 dr: (9.4)

éÚ (2.11) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

e^{r+t2} ^F (z; r + t) = 1 ß e^{− r+t2} ∫ R^2

R^h f(¸) ffi(æ(z; ¸) − r − t) d¸_1 d¸_2;

ÚÎÁÞÉÔ, u(t; z) ËÁË ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑ ÏÒÉÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ŒÏÌÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅ- ÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (9.1). õÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ u | ÉÓËÏÍÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (9.2). œ ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (2.16) e^{r=2} ^F (z; r) | ÞÅÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ r; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

u(0; z) = − 1 4ß +∞∫ −∞ e^{r=2} ^F (z; r)

sh^r_2 dr = 0:

äÁÌÅÅ, ÎÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (2.10) ÄÌÑ ÏÒÉÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÉÍÅÅÍ:

u^′_t(0; z) = − 1 4ß +∞∫ −∞ (e^{r=2} ^F (z; r))^′_r

sh^r_2 dr = f(z):

íÙ ÈÏÔÉÍ ŒÅÒÎÕÔØÓÑ Œ (9.4) Ë ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ áÓÇÅÊÒÓÓÏÎÁ (2.15) ÄÌÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁ- ÞÅŒÓËÏÇÏ. îÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÉ (2.15) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÉ t ¿ 0:

u(t; z) = − 1 2ß +∞∫ −∞ ∞∫ 2|sh^{r+t}_2 |

F (z; s)s ds dr sh^r_2 √ s^2 − 4 sh^{2 r+t}_2 =

= − 1 2ß ∞∫ 0 ∫ 2|sh^r_2 |¡s

F (z; s)s dr ds sh^{r−t}_2 √ s^2 − 4 sh^{2 r}_2

; (9.5)

§ 9. œÏÌÎÏŒÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ 159

ÇÄÅ F (z; s) | ÓÒÅÄÎÅÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ ÎÅÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍ Œ L^2 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ z, ÓÍ. (2.14); ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ z ÎÕÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

œÙÐÏÌÎÉÍ Œ (9.5) ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ r, ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ^{1)}:

J ≡ b∫ −b dx sh(x − a) √ sh^2 b − sh^2 x = { 0 ÅÓÌÉ a ¡ b; −ß √_{sh2 a−sh2 b} ÅÓÌÉ a ¿ b:

úÄÅÓØ a; b ¿ 0.

œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

u(t; z) = 1 2 2 sh^t_2∫

0 F (z; s) ds √ sh^{2 t}_2 − s^2=4

: (9.6)

ðÏÄÓÔÁŒÉŒ ÓÀÄÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (2.14) ÆÕÎËÃÉÉ F (z; s) ÞÅÒÅÚ ÆÕÎËÃÉÀ f, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ:

ôÅÏÒÅÍÁ 9.1. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (9.2) ÄÌÑ ŒÏÌÎÏŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (9.1) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ:

u(t; z) = 1 4ß ∫ d(z;z^′)¡t

f(z^′) √ sh^{2 t}_2 − sh^{2 d(z;z′ )}_2 dx^′dy^′ y^{′2}

; (9.7)

1) œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ J. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ J | ÎÅÞÅÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ a. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ,

J = 1 2 b∫ −b (sh^{−1}(x − a) − sh^{−1}(x + a)) dx √ sh^2 b − sh^2 x = b∫ −b sha chx dx

(sh^2 x − sh^2 a) √ sh^2 b − sh^2 x :

ïÔÓÀÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

J = sh b∫

− sh b

sha dt

(t^2 − sh^2 a) √ sh^2 b − t^2 = 1∫ −1 sha dt (t^2 sh^2 b − sh^2 a) √ 1 − t^2 =

= sha ß=2∫

−ß=2 dt sh^2 b sin^2 t − sh^2 a = − ß=2∫

−ß=2 dt shb sin t + sh a :

ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ: ÇÌ. ÚÎ. J = 0, ÅÓÌÉ a ¡ b; J = −^ß

√_{sh2 a−sh2 b} , ÅÓÌÉ a ¿ b (ÓÍ.: çÒÁÄÛÔÅÊÎ é.ó., òÙÖÉË é.í. ôÁÂÌÉÃÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ,

ÓÕÍÍ, ÒÑÄÏŒ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ. | í.: æÉÚÍÁÔÇÉÚ, 1962, ÆÏÒÍÕÌÁ 3.613.1.

ÇÄÅ d(z; z^′) | ÎÅÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ z É z^′ (ÓÍ. ÆÏÒ- ÍÕÌÕ (1.2)).

ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÆÏÒÍÕÌÅ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÄÌÑ ŒÏÌÎÏŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÍ. § 3 ÇÌÁŒÙ I. ëÁË É ÔÁÍ, ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Œ ÔÏÞËÅ z Œ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ t ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ Œ ÎÅÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ËÒÕÇÅ ÒÁÄÉÕÓÁ t Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ z (ÜÆÆÅËÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÐÅÒÅÄÎÅÇÏ ÆÒÏÎÔÁ ŒÏÌÎÙ).

9.2. ôÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ìÏÂÁ- ÞÅŒÓËÏÇÏ L^3. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÓÁ | âÅÌØÔÒÁÍÉ ÎÁ L^3 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ: ´ = z^2

(_{@2}

@x^2 +

@^2 @y^2 +

@^2 @z^2 ) − z^@_{@z} É ÅÇÏ ÓÐÅËÔÒ ÎÁ L^2(L^3) ÅÓÔØ (−∞; −1). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ L^3 ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ŒÏÌÎÏŒÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ:

@^2u @t^2

= z^2 ( @^2u @x^2 + @^2u @y^2 + @^2u @z^2 ) − z @u @z + u: (9.8)

ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ L^2, ÞÌÅÎ u ÄÏÂÁŒÌÅÎ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÐÅËÔÒ ÓÔÏÑÝÅÇÏ ÓÐÒÁŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÏŒÐÁÄÁÌ Ó ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÊ (−∞; 0). òÅÛÉÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ŒÏÌÎ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (9.8):

u(0; w) = 0; u^′_t(0; w) = f(w) (w = x + ui + zj): (9.9)

üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.2. åÓÌÉ ’(s) | ÌÀÂÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÏÇÏ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ¸ ∈ C^2 ÆÕÎËÃÉÑ

˘_¸(t; w) = e^{±t}’(æ(w; ¸) ± t); (9.10)

ÇÄÅ æ(w; ¸) = ln(z^{−1}|w¸_2 − ¸_1|^2) | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ w ÄÏ ÏÒÉÓÆÅÒÙ h(¸) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ŒÏÌÎÏŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (9.8).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ | ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ. òÅÛÅÎÉÑ (9.10) ÎÁÚÏŒÅÍ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ ŒÏÌÎÁÍÉ. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (9.9). ðÕÓÔØ R^h f | ÏÒÉÓÆÅÒÉ- ÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f, ^F (w; r) | ÓÒÅÄÎÅÅ ÆÕÎËÃÉÉ R^h f ÐÏ ÏÒÉÓÆÅÒÁÍ, ÒÁŒÎÏÏÔÓÔÏÑÝÉÍ ÏÔ ÔÏÞËÉ w ∈ L^3, ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (6.20). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ:

u(t; w) = − 1 2ß d dt (e^t ^F (w; t)): (9.11) éÚ (6.20) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

e^t ^F (w; t) = ß^{−2}e^{−t} ∫ C^2

R^h f(¸) ffi(æ(w; ¸)) dv:

úÎÁÞÉÔ, u(t; w) ËÁË ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ŒÏÌÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅ- ÎÉÅÍ ŒÏÌÎÏŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (9.8). õÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ u | ÉÓËÏÍÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (9.9). œ ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (6.23) e^t ^F (w; t) | ÞÅÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ t; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

u(0; w) = d dt (e^t ^F (w; t))|_{t=0} = 0:

äÁÌÅÅ, ÎÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ (6.19) ÄÌÑ ÏÒÉÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÉÍÅÅÍ:

u^′_t(0; w) = − 1 2ß d^2 dt^2

(e^t ^F (w; t))|_{t=0} = f(w):

íÙ ÈÏÔÉÍ ŒÅÒÎÕÔØÓÑ Œ (9.11) Ë ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ áÓÇÅÊÒÓÓÏÎÁ (6.22) ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ. îÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÉ (6.22) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÉ t ¿ 0:

u(t; w) = sh t F (w; 2 sh t 2 ); ÇÄÅ F (w; s) | ÓÒÅÄÎÅÅ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÐÏ ÓÆÅÒÁÍ Œ L^3 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ w, ÓÍ. (6.23). œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ, ÎÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÉ (6.23) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ: ôÅÏÒÅÍÁ 9.2. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (9.9) ÄÌÑ ŒÏÌÎÏŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (9.8) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ:

u(t; w) = = 1 8ß sh t ∫ L^3

sh^{−1} d(w; w^′) 2 ffi ( 4 sh^2 d(w; w^′) 2 − 4 sh^2 t 2 ) f(w^′) dx^′dy^′dz^′ z^{′3} =

= 1 16ß th^{−1} t 2 ∫ L^3

f(w^′)ffi ( sh d(w; w^′) 2 − sh t 2 ) dx^′dy^′dz^′ z^{′3} :

ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÆÏÒÍÕÌÅ ëÉÒÈÇÏÆÁ ÉÚ § 3 ÇÌÁŒÙ I ÄÌÑ ŒÏÌÎÏŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ëÁË É ÔÁÍ, ÒÅÛÅÎÉÅ ŒÏÌÎÏŒÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Œ ÔÏÞËÅ w Œ ÍÏÍÅÎÔ t ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ Œ ÔÏÞËÁÈ w^′, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÏÔ ÔÏÞËÉ w ÎÁ ÎÅÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ t (ÐÒÉÎÃÉÐ çÀÊÇÅÎÓÁ).