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Введение

Основной целью этой брошюры является описание всех пра-

вильных многогранников в пространстве произвольной размерно-

сти. На плоскости для всякого m¾3 существует ровно один (с точ-

ностью до подобия) правильный m-угольник. В трехмерном про-

странстве правильных многогранников пять: тетраэдр, куб, окта-

эдр, икосаэдр и додекаэдр. А что происходит в пространствах других

размерностей?

∗ ∗ ∗
Правильные многогранники известны человечеству с давних вре-

мен. Так, например, недавно в Шотландии при раскопках были об-

наружены камни, которые, как считают некоторые исследователи,

огранены в виде всех пяти правильных многогранников. Эти на-

ходки относят ко второму тысячелетию до нашей эры. А бронзовые

и каменные додекаэдры римских времен (I––III вв. н. э.) археологи

находили на территории многих европейских стран от Англии до

Венгрии; назначение их остается неясным.

Первое письменное упоминание о правильных многогранниках

принадлежит грекам. Пифагорейцам были известны тетраэдр, куб

и октаэдр. Описание додекаэдра и икосаэдра приписывается Теэтету

Афинскому (начало IV в. до н. э.); по-видимому, он же доказал, что

других правильных многогранников не существует.

Наиболее известное описание правильных многогранников содер-

жится в диалоге Платона «Тимей», написанном около  г. до н. э.

Именно поэтому они часто называются платоновыми телами. В «Ти-

мее» приводятся конструкции четырех многогранников и говорится,

что они олицетворяют четыре стихии: тетраэдр –– это огонь, куб ––

земля, октаэдр –– воздух, а икосаэдр –– вода. Додекаэдр, согласно

Платону, символизирует Вселенную.

Идеи о ключевой роли правильных многогранников в устрой-

стве мироздания пытался развить Иоганн Кеплер в своей работе

«Mysterium Cosmographicum» ( г.). Кеплер предполагал, что если

расположить пять платоновых тел в определенном порядке меж-

ду шестью концентрическими сферами так, чтобы каждая сфера

была описана вокруг меньшего многогранника и вписана в боль-

ший, то радиусы этих сфер будут пропорциональны расстояниям от



 Введение

Рис. . Устройство Солнечной системы по Кеплеру

Солнца до всех шести известных в те времена планет: Меркурия,

Венеры, Земли, Марса, Юпитера и Сатурна. Правда, впоследствии

сам Кеплер на основании более точных измерений и вычислений

пришел к выводу об ошибочности такой модели.

∗ ∗ ∗
Задача классификации правильных многогранников в простран-

стве произвольной размерности была решена швейцарским геомет-

ром Людвигом Шлефли в  году. Его работу [], посвященную

этой задаче, из-за ее огромного объема –– более  страниц! –– дол-

гое время не публиковали; опубликована она была существенно

позже, в  году, уже после смерти ее автора.



Введение 

Шлефли показал, что в пространстве размерности  и выше су-

ществует только три правильных многогранника: правильный сим-

плекс (аналог тетраэдра), n-мерный куб и многогранник, двойствен-

ный к нему (аналог трехмерного октаэдра), –– кокуб. В четырехмер-

ном пространстве, кроме этих трех, существует еще три исключи-

тельных правильных многогранника, число граней которых равно

,  и  соответственно.

Конструкции

Доказательство теоремы о классификации правильных много-

граников, приводимое в этой брошюре, существенно отличается

от исходного доказательства Шлефли. Следуя общему принципу,

восходящему к Феликсу Клейну, –– «геометрия есть изучение сим-

метрий объектов» –– мы будем изучать в первую очередь не сами

многогранники, а их группы симметрий. Выяснив в первой лекции,

что группы симметрий правильных многогранников в размерно-

стях  и  (а на самом деле, как будет показано в четвертой лекции,

и в любой размерности) порождены отражениями, в следующих

двух лекциях мы займемся классификацией всех (в том числе не

связанных ни с какими многогранниками) групп, порожденных от-

ражениями. В третьей лекции по каждой такой группе будет по-

строен некоторый граф (называемый графом Кокстера этой груп-

пы), что позволит дать простое комбинаторное описание всех таких

групп. Наконец, в четвертой лекции мы вернемся к правильным

многогранникам и дадим при помощи полученных результатов о

группах отражений описание всех таких многогранников (в любой

размерности).

Об этой брошюре

Эта брошюра написана по материалам одноименного курса из

четырех занятий, прочитанного мною в июле  г. на VIII летней

школе «Современная математика» в Дубне. По сравнению с запис-

ками, раздававшимися слушателям после занятий, текст существен-

но переработан и расширен.

Большинство участников этих занятий составляли студенты пер-

вого и второго курсов математических специальностей. Поэтому те

конструкции и утверждения, которые обычно проходятся в стан-

дартных университетских курсах линейной и общей алгебры, я ли-



 Введение

бо предполагал известными, либо ограничивался кратким напоми-

нанием.

Я благодарен организаторам школы за предоставленную воз-

можность прочесть этот курс, а также всем слушателям за их актив-

ное участие, многочисленные содержательные вопросы, коммен-

тарии и обсуждения. Я признателен В. И. Арнольду, сообщившему

мне конструкцию исключительных правильных многогранников,

использующую кватернионы, и Г. А. Мерзону, сделавшему ряд цен-

ных замечаний к тексту. Отдельно хочу поблагодарить В. А. Клеп-

цына за постоянную помощь и поддержку; и курс, и эти записки

появились во многом благодаря его искреннему интересу, настой-

чивости и доброжелательности.

∗ ∗ ∗
Во втором издании брошюры был существенно расширен раз-

дел «Интермедия» –– туда добавлены необходимые сведения об ал-

гебре кватернионов. Кроме того, исправлен ряд неточностей и опе-

чаток и приведены более простые доказательства некоторых утвер-

ждений. Я благодарен всем читателям, высказавшим свои замеча-

ния к тексту, в особенности И. В. Аржанцеву и Н. Ю. Медведю.



Лекция 

Свет мой, зеркальце, скажи...

А. С. Пушкин

.. Правильные многогранники

на плоскости и в пространстве

Пусть E –– конечномерное евклидово пространство. Обозначим

через Sym E группу движений пространства E.

Определение .. Пусть M –– какое-либо множество в E. Через

Sym M обозначим группу симметрий этого множества, т. е. множе-

ство движений пространства E, переводящих M в себя (очевидным

образом, оно образует группу):

Sym M =
�

f ∈ Sym E | f (M) = M
	

.

Через Sym+M будем обозначать группу вращений множества M ,

т. е. группу симметрий множества M , сохраняющих ориентацию

пространства.

Определение .. Выпуклым многогранником называется огра-

ниченная фигура M , полученная как пересечение конечного чис-

ла полупространств в E. Размерностью многогранника M называет-

ся размерность наименьшего аффинного подпространства в E, со-

держащего M . Многогранник называется невырожденным, если его

размерность равна dim E.

Далее под многогранником мы будем без дополнительных ого-

ворок подразумевать выпуклый многогранник.

Упражнение .. Дайте определение грани многогранника и ее

размерности.

Если M –– многогранник, то группа Sym M будет сохранять его

центр масс. Поэтому мы можем рассматривать ее как подгруппу

в группе ортогональных преобразований O(V) векторного простран-

ства V , ассоциированного с евклидовым пространством E (поместив

начало координат пространства V в центр масс многогранника).



 Лекция 

Пусть многогранник M невырожденный. Тогда движение про-

странства E полностью задается образами вершин многогранника.

Кроме того, при движении многогранника вершины обязаны пе-

реходить в вершины (почему?). Следовательно, имеется вложение

группы Sym M в группу перестановок вершин многогранника M ,

т. е. в симметрическую группу

Sym M ,→ Sym(Vert(M)).

Значит, Sym M –– конечная группа.

Пример .. ПустьDm –– правильный m-угольник вR2. Тогда груп-

па SymDm (ее называют группой диэдра) состоит из 2m элементов,

m из которых (обозначим их r0, …, rm−1) являются поворотами на

углы 2πk/m, где 0¶ k<m (они же и образуют подгруппу Sym+Dm;

при этом r0= Id есть тождественное преобразование), а другие m суть

симметрии s1, …, sm относительно прямых, соединяющих вершины

m-угольника и середины его сторон с его центром.

r1

si

ℓi

Рис. . Образующие группы диэдра

Упражнение .. Покажите, что SymDm порождается как группа

двумя преобразованиями: поворотом r1 на угол 2π/m и любой из

симметрий sk.

Упражнение .. Опишите классы сопряженности в группе ди-

эдра (рассмотрите отдельно случаи четного и нечетного m).

Нетрудно выяснить, чему равна композиция двух произвольных

осевых симметрий на плоскости.



.. Правильные многогранники на плоскости и в пространстве 

Упражнение .. Пусть s и s′ –– осевые симметрии относительно

прямых ℓ и ℓ′ соответственно. Покажите, что s′s есть поворот на

угол 2θ, где θ –– угол между прямыми ℓ и ℓ′.
Замечание. Отсюда следует, что осевые симметрии s и s′ порож-

дают конечную группу тогда и только тогда, когда угол θ (в обозна-

чениях предыдущего упражнения) соизмерим с π.

Тем самым в группе диэдра выполнено соотношение sk+1sk= r1.

Иными словами, композиция симметрий относительно двух осей

симметрии m-угольника, угол между которыми минимален (т. е. со-

ставляет π/m), есть поворот на угол 2π/m. Мы получили еще один

способ породить группу диэдра двумя элементами:

SymDm = 〈sk, sk+1〉.
Упражнение .. Пусть g и g′ –– два элемента из группы диэд-

ра Dm. Выясните, при каких условиях g и g′ порождают всю груп-

пу SymDm.

Теперь перейдем к описанию групп симметрий правильных мно-

гогранников в R3. Начнем с тетраэдра.

Предложение .. Пусть T ⊂R3 –– правильный тетраэдр. Тогда

Sym T изоморфна группе перестановок S4.

Доказательство. Как мы уже знаем, группа симметрий много-

гранника вкладывается в группу перестановок его вершин: Sym T ,→
,→S4.

Докажем, что образ этого вложения в случае тетраэдра есть вся

группа перестановок S4. Для этого достаточно показать, что группа

Sym T содержит все симметрии, соответствующие транспозициям,

т. е. перестановкам, меняющим местами два элемента из четырех

и оставляющим на месте два других элемента.

Предъявим симметрию тетраэдра σij , соответствующую транс-

позиции (ij). Это будет симметрия относительно плоскости, прохо-

дящей через центр масс тетраэдра и перпендикулярной ребру, со-

единяющему i-ю и j-ю вершины. Остальные две вершины тетраэд-

ра будут содержаться в этой плоскости, следовательно, будут непо-

движны относительно σij (см. рис. ).

Отметим, что и группа симметрий диэдра, и группа симметрий

тетраэдра порождаются отражениями –– симметриями относитель-

но подпространств коразмерности ; в случае диэдра это были сим-

метрии относительно прямых, а в случае тетраэдра –– симметрии

относительно плоскостей.
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Рис. . Симметрия относительно плоскости Πij соответствует транспозиции (ij)

Упражнение .. Покажите, что группу симметрий тетраэдра

Sym T можно породить тремя отображениями.

Упражнение .. Покажите, что Sym+ T есть группа четных пе-

рестановок A4.

Описание групп симметрий остальных правильных многогран-

ников в R3 мы оставляем читателю в качестве задачи.

Задача .. а) Опишите группы вращений и симметрий куба

и додекаэдра (они совпадают с соответствующими группами для ок-

таэдра и икосаэдра –– почему?). А именно, докажите, что Sym+ C∼=S4,

Sym C∼=S4×Z2, Sym+ D∼=A5, Sym D∼=A5×Z2.

б) Докажите, что группы симметрий куба и додекаэдра тоже по-

рождаются отражениями (т. е. симметриями относительно плоско-

стей). Какое наименьшее количество отражений нужно взять, что-

бы породить эти группы?

Указание. Для описания группы симметрий куба рассмотрите

действие этой группы на четырех главных диагоналях куба. Для опи-

сания группы додекаэдра может пригодиться следующий факт: в до-

декаэдр можно вписать пять кубов (они называются кубами Кеплера).

.. Группы отражений:

основные определения и первые примеры

Мы рассмотрели группы симметрий правильных многоугольни-

ков и платоновых тел и выяснили, что они все обладают замеча-

тельным свойством: они порождаются отражениями относительно
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прямых и плоскостей соответственно. Поэтому естественно было

бы обобщить понятие групп, порожденных отражениями, на случай

пространства произвольной размерности и изучить свойства таких

групп. Этим мы сейчас и займемся.

Итак, пусть V –– n-мерное евклидово векторное пространство

над R. Возьмем какой-нибудь ненулевой вектор α∈ V . Обозначим

через Hα ортогональную ему гиперплоскость:

Hα = {β ∈ V | (α, β) = 0}.

Определение .. Отражением относительно гиперплоскос-

ти Hα называется преобразование sα∈O(V), удовлетворяющее сле-

дующим условиям:

• sα(α)=−α;

• sα поточечно оставляет на месте «зеркало» Hα: sα(β)= β для

всех β∈Hα.

Упражнение . (очень важное!). Докажите, что преобразова-

ние sα задается следующей формулой:

sα(λ) = λ−2
(λ, α)

(α, α)
α.

Определение .. Конечная подгруппа W ⊂ O(V) называется

группой отражений, если существуют такие отражения sα1
, …, sαr

,

что W = 〈sα1
, …, sαr

〉.
Замечание. Правильнее было бы называть W группой, порож-

денной отражениями, так как она, разумеется, состоит не только из

отражений. Но выражение «группа отражений» короче, так что мы

позволим себе эту вольность речи.

Замечание (для специалистов). Мы определяем группу отраже-

ний как подгруппу в O(V). Таким образом, группой отражений пра-

вильно считать не абстрактную группу, а пару, состоящую из группы

W и ее фиксированного представления в пространстве V .

В завершение этой лекции мы приведем три важных серии при-

меров групп отражений в пространствах произвольной размерно-

сти. У этих групп даже имеются собственные названия: An, Bn и Dn.

Пример . (An−1, n ¾ 2). Пусть e1, …, en –– ортонормирован-

ный базис пространства V . Рассмотрим симметрическую группу Sn,

действующую на V перестановками базисных векторов. Заметим,

что транспозиция (i, j) действует как отражение, переводящее век-

тор ei − e j в противоположный и оставляющее на месте ортого-
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нальную ему гиперплоскость (состоящую из всех векторов, у кото-

рых равны i-я и j-я координаты). Поскольку группа Sn порождена

транспозициями, она является группой отражений. Заметим также,

что она даже порождается n− 1 транспозицией вида (i, i+ 1); это

представление пригодится нам в дальнейшем.

Упражнение .. Убедитесь, что при таком действии Sn на V

все отражения соответствуют транспозициям в Sn.

Действие Sn на V можно «уменьшить», рассмотрев в V гипер-

плоскость eV = 〈e1+ e2+…+ en〉⊥. Поскольку вектор e1+ e2+…+ en

инвариантен относительно Sn, группа Sn действует и на eV . У этого

действия уже нет ненулевых векторов и даже подпространств, ин-

вариантных относительно всей группы. В таком случае говорят, что
eV является неприводимым представлением группы Sn.

Пример . (Bn, n¾2). Пусть снова V =Rn. Пусть на V , как и в

предыдущем примере, действует перестановками координат груп-

па Sn. Рассмотрим еще n отражений sei
, каждое из которых будет

переводить базисный вектор ei в −ei и оставлять все остальные ба-

зисные векторы на месте. Эти смены знаков образуют группу по-

рядка 2n, изоморфную (Z2)n. Полученные две группы пересекаются

тривиально, и (Z2)n есть нормальная подгруппа в их произведении

(так как если оператор смены знака сопрягается при помощи какой-

либо перестановки координат, то получается другой оператор сме-

ны знака). Итак, на V действует группа W , являющаяся произведе-

нием этих двух групп и имеющая порядок 2n ·n!.

Замечание. Полученная конструкция является полупрямым про-

изведением групп Sn и (Z2)n; ее принято обозначать Sn⋉ (Z2)n.

Пример . (Dn, n¾4). Эта группа будет подгруппой индекса 

в только что описанной группе Bn. А именно, разрешим перестав-

лять координаты при помощи Sn и менять знак у четного количе-

ства координат. Получим группу, порожденную отражениями отно-

сительно ei− e j и ei+ e j , где i 6= j. Это действие тоже не будет иметь

инвариантных векторов (проверьте это!).

Упражнение .. а) Докажите, что A2
∼
=SymD3, а B2

∼
=SymD4.

б) Докажите, что группы A3 и D3 изоморфны.

Упражнение . (продолжение задачи .). Какие из трех групп

симметрий платоновых тел принадлежат сериям An, Bn или Dn? Че-

му равны соответствующие значения n?
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Зри в корень!

Козьма Прутков

В прошлой лекции мы начали рассматривать группы отраже-

ний –– которыми, в частности, оказались группы симметрий правиль-

ных многоугольников на плоскости и правильных многогранников

в трехмерном пространстве. Как мы докажем в лекции , группами

отражений окажутся и группы симметрий правильных многогранни-

ков произвольной размерности. Поэтому естественно изучить группы

отражений более подробно, чем мы сейчас и займемся. Для этого нам

понадобится такой инструмент, как системы корней.

.. Системы корней

Пусть W –– группа отражений, действующая на пространстве V .

Предложение .. Если t ∈O(V) –– произвольное ортогональное

преобразование, а sα ∈W –– отражение относительно вектора α,

то tsαt−1
= stα –– отражение относительно вектора tα. В частно-

сти, если w∈W , то и swα∈W.

Доказательство. Ясно, что tsαt−1 переводит вектор tα в про-

тивоположный ему. Так что нужно лишь показать, что tsαt−1 пото-

чечно оставляет на месте гиперплоскость Htα. Заметим, что условие

λ∈Hα равносильно тому, что tλ∈Htα, так как (α, λ)= (tα, tλ). Зна-

чит, (tsαt−1)(tλ)= tsαλ= tλ, если λ∈Hα.

Значит, группа W как-то переставляет прямые 〈α〉, соответству-

ющие всевозможным отражениям sα∈W . Фиксируем на каждой та-

кой прямой пару векторов {α, −α}, длины которых положим рав-

ными единице. Полученный набор векторов называется системой

корней, соответствующей группе W .

Дадим для системы корней аксиоматическое определение.

Определение .. Конечный набор векторов Φ⊂V называется си-

стемой корней, если он удовлетворяет следующим двум аксиомам:

(R): Φ∩Rα={α, −α};

(R): sαΦ=Φ для всякого α∈Φ.

Сами векторы из набора Φ называются корнями.
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Замечание. Из аксиом (R)––(R) вообще говоря, не следует, что

все корни имеют одинаковую длину.

По аксиоматически определенной системе корней Φ можно по-

строить группу отражений W : это будет группа, порожденная отра-

жениями относительно всех корней из Φ.

Упражнение .. Покажите, что определенная таким образом

группа будет конечна.

Упражнение .. ПустьΦ –– набор из 2m единичных векторов на

плоскости, причем угол между любыми двумя соседними векторами

равен π/m (на рисунке изображена ситуация m=4). Докажите, что

Φ является системой корней, а соответствующая группа отражений

есть группа диэдра SymDm.

Рис. . Система корней группы B2
∼=SymD4

.. Простые и положительные корни

Определение .. Транзитивное отношение < на V называется

отношением (линейного) порядка, если выполнены следующие усло-

вия:

• для любых не равных друг другу векторов λ, µ ∈ V либо λ< µ,

либо µ<λ;

• если λ<µ, то λ+ν<µ+ν для любого вектора ν∈V ;

• если λ< µ, то cλ< cµ при всех действительных c> 0 и cµ< cλ

при всех c<0.

Вектор λ называется положительным, если 0<λ.

Замечание. Такие отношения порядка на V существуют. А имен-

но, с каждым базисом (λ1, …, λn) можно связать линейный поря-

док на V , задаваемый лексикографически: α =
∑

aiλi < β=
∑

biλ
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тогда и только тогда, когда для некоторого j выполнено неравен-

ство a j < b j и при всех i< j выполнено равенство ai= bi (т. е. набор

(a1, …, an) как «слово в словаре» идет раньше, чем набор (b1, …, bn)).

Задача .. Убедитесь, что данным примером исчерпываются

все возможные отношения порядка на V . А именно, покажите, что

для любого отношения порядка существует базис (λ1, …, λn), отно-

сительно которого это отношение порядка является лексикографи-

ческим упорядочением.

Выберем и зафиксируем какой-нибудь линейный порядок на V .

С его помощью мы проведем следующую конструкцию.

Определение .. Системой положительных корней в Φ называ-

ется множество

Π = {α ∈ Φ | 0 < α}.

Множество −Π называется системой отрицательных корней. Ясно,

что Φ=Π⊔ (−Π). Заметим, что из каждой пары корней {α, −α} ров-

но один является положительным, а другой –– отрицательным.

Определение .. Подмножество ∆ ⊂ Φ называется системой

простых корней, если выполнены следующие два условия:

• ∆ является базисом для линейной оболочки системы корней Φ;

• всякий вектор α∈Φ есть линейная комбинация
∑

cγγ, где все γ

принадлежат∆ и все cγ имеют одинаковый знак (либо все поло-

жительны, либо все отрицательны).

Упражнение .. Рассмотрим систему корней, изображенную

на рис. . Опишите порядок, относительно которого множество кор-

ней, лежащих в заштрихованной области, образует систему поло-

жительных корней. Убедитесь, что два отмеченных корня образуют

систему простых корней.

A priori неясно, что системы простых корней вообще существу-

ют. Их существование вытекает из следующей теоремы.

Теорема .. 1. Если ∆ –– система простых корней, то суще-

ствует единственная система положительных (относительно не-

которого упорядочения на V) корней Π, содержащая ∆.

2. Всякая система положительных корней Π содержит единствен-

ную систему простых корней∆ (в частности, таковые существуют).

Доказательство. 1. Единственность следует из того, что все

неотрицательные линейные комбинации векторов из ∆, лежащие

в Φ, должны принадлежать Π, т. е. множество Π определено одно-

значно. Чтобы показать, что Π существует, дополним ∆ до базиса
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Рис. . Система положительных и простых корней

всего пространства V и возьмем в качестве Π множество векторов

из Φ, положительных относительно соответствующего лексикогра-

фического упорядочения.

2. Единственность: пустьΠ содержит систему простых корней∆;

тогда ∆ определяется однозначно как множество векторов из Π, не

представимых в виде положительной линейной комбинации двух

и более векторов из Π.

Существование. Выберем минимальную систему (по включе-

нию) e∆ ∈ Π, обладающую тем свойством, что всякий корень в Π

есть неотрицательная линейная комбинация корней из e∆. Такая си-

стема с очевидностью существует; надо доказать, что она линейно

независима. Это будет следовать из такого предложения, которое

мы докажем чуть ниже.

Предложение .. Для любой пары не равных друг другу корней

α, β∈ e∆ выполняется неравенство (α, β)¶0.

Покажем, как из этого предложения следует линейная независи-

мость системы e∆. Пусть имеется некоторая нетривиальная линейная

комбинация
∑

aiαi=0. Перенесем все слагаемые, коэффициенты пе-

ред которыми отрицательны, в правую часть. Получим равенство

σ =
∑

biβi =

∑
ciγi, где bi, ci > 0.

Тогда согласно вышеприведенному утверждению

0 ¶ (σ, σ) =
�∑

biβi,
∑

ciγi

�
¶ 0,

откуда следует, что σ=0, и мы получаем противоречие.
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Осталось доказать предложение. Докажем его от противного.

Пусть оно неверно для некоторых α, β∈ e∆. Запишем

sαβ = β− cα, где c = 2
(β, α)

(α, α)
> 0.

Поскольку sαβ∈Φ, мы заключаем, что либо sαβ∈Π, либо −sαβ∈Π.

Рассмотрим сначала случай sαβ∈Π. Пусть

sαβ =
∑

cγγ,

где все корни γ простые, а все cγ не меньше 0. Возможны два под-

случая.

а) Коэффициент cβ<1. Тогда

sαβ = β− cα = cββ+
∑

γ 6=β
cγγ.

Значит,

(1− cβ)β = cα+
∑

γ 6=β
cγγ.

Получается, что один простой корень выражен как положительная

линейная комбинация других, что противоречит минимальности.

б) Пусть cβ¾1. Аналогичным образом получаем

0 = (cβ−1)β+ cα+
∑

γ 6=β
cγγ.

Получается, что линейная комбинация векторов из Π с положитель-

ными коэффициентами равна нулю, что невозможно в силу аксиом

линейного порядка.

Аналогично можно проверить, что sαβ /∈−Π.

Упражнение .. Проделайте это.

Следствие . (из доказательства). Если ∆ –– система простых

корней, то (α, β)¶0 для всех α, β∈∆. Иначе говоря, все углы между

простыми корнями неострые.

Задача .. Найдите системы положительных и простых кор-

ней для систем корней, соответствующих группам отражений, ко-

торые были описаны в конце прошлой лекции (серии A, B, D).

Ответ на эту задачу приведен в следующей таблице. Здесь че-

рез e1, …, en обозначен ортонормированный базис в пространстве

V ∼=Rn. Линейный порядок, определяющий указанные в таблице си-
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стемы положительных корней, –– это связанный с этим базисом лек-

сикографический порядок.

Системы корней типов A, B и D

An−1 Φ ei− e j , 1¶ i, j¶n

Π ei− e j , 1¶ i< j¶n

∆ e1− e2, e2− e3, …, en−1− en

Bn Φ ±ei± e j , 1¶ i, j¶n; ±ei, 1¶ i¶n

Π ei± e j , 1¶ i< j¶n; ei, 1¶ i¶n

∆ e1− e2, e2− e3, …, en−1− en, en

Dn Φ ±ei± e j , 1¶ i, j¶n

Π ei± e j , 1¶ i< j¶n

∆ e1− e2, e2− e3, …, en−1− en, en−1+ en

.. Сопряженность систем простых

и положительных корней

Здесь и далее мы фиксируем систему простых и положительных

корней ∆⊂Π⊂Φ.

Из определения следует, что при любом w ∈W множество w∆

тоже будет системой простых корней, а wΠ –– системой положитель-

ных корней. Оказывается, если α ∈∆, то sαΠ и Π отличаются на

один корень.

Предложение .. Пусть ∆⊂ Π, и α ∈∆. Тогда sα(Π \ {α})=

=Π\ {α}.

Доказательство. Пусть β∈Π\ {α} и β=
∑

cγγ –– представление

корня β в виде линейной комбинации простых корней. При неко-

тором векторе γ 6=α найдется строго положительный коэффициент

cγ>0. Отразим β относительно α:

sαβ = β− cα.

Коэффициент при γ в разложении sαβ не изменится (т. е. он ра-

вен cγ). Значит, sαβ –– положительный корень. При этом ясно, что

он не равен α. Следовательно,

sα : Π\ {α}→ Π\ {α}.
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Из этого предложения нетрудно вывести теорему, показываю-

щую, что геометрически все системы положительных и простых

корней для данной системы корней устроены одинаково.

Теорема .. Все положительные (соответственно простые)

системы корней в Φ сопряжены друг другу относительно действия

группы W.

Задача .. Докажите эту теорему.

Из доказанных утверждений получается полезное следствие: ока-

зывается, для каждого корня найдется содержащая его система про-

стых корней (т. е. каждый корень может играть роль простого корня).

Следствие .. Для данной системы простых корней∆ и данно-

го корня β найдется такой элемент w ∈W, что w ·β∈∆.

Упражнение .. Пусть Φ –– система корней ранга n, и пусть

∆
′ ⊂ Φ –– набор n векторов из Φ, попарные углы между которыми

равняются попарным углам между векторами системы простых кор-

ней ∆⊂Φ. Докажите, что тогда ∆′ тоже является системой простых

корней.

.. Группа отражений порождается

простыми отражениями

У простых корней есть замечательное свойство: несмотря на то

что они обычно составляют лишь незначительную часть системы

корней, отражения относительно них порождают всю группу W . Мы

это уже видели в случае группы диэдра, где группа порождалась дву-

мя отражениями. Докажем это в общем случае.

Теорема .. Пусть ∆ –– система простых корней. Тогда W =

= 〈sα |α∈∆〉.
Доказательство. Пусть W ′ = 〈sα |α ∈∆〉 –– подгруппа в W , по-

рожденная простыми отражениями. Докажем, что она совпадает со

всей группой.

Доказательство этого мы представим в виде серии упражнений.

Упражнение .. Докажите, что для всякого положительного

корня γ найдется корень α∈∆, для которого (γ, α)>0.

Определение .. Пусть β ∈ Φ, β=
∑

cγγ, где γ ∈∆. Высотой

корня β называется число ht(β)=
∑

cγ. В частности, высота всякого

простого корня равна .

Упражнение .. Пусть β∈Π. Возьмем множество W ′β∩Π (оно

непусто, так как содержит β) и выберем в нем элемент γ минимальной
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высоты. Докажите, что γ∈∆ (т. е. всякий положительный корень мо-

жет быть переведен в простой при помощи лишь простых отражений).

Упражнение .. Выведите отсюда, что W ′∆=Φ.

Упражнение .. Выведите из предыдущего упражнения и пред-

ложения ., что W=W ′.
Это завершает доказательство теоремы ..

.. Многогранные конусы и двойственность

Пусть α1, …, αk ∈V –– произвольный конечный набор ненулевых

векторов. Рассмотрим многогранный конус, порожденный этим на-

бором, т. е. множество линейных комбинаций этих векторов с неот-

рицательными коэффициентами:

K =
�

c1α1+…+ ckαk | ci ¾ 0
	
⊂ V .

Можно рассмотреть множество

K∨ = {λ ∈ V | (λ, αi) ¾ 0 ∀i} = {λ ∈ V | (λ, µ) ¾ 0 ∀µ ∈ K}.

Пример .. Пусть K –– конус в R2, т. е. плоский угол величи-

ны α. Тогда K∨ будет плоским углом величины π−α, биссектриса

которого совпадает с биссектрисой угла K (см. рис. ).

α

Рис. 

Можно доказать, что в общем случае K∨ тоже является много-

гранным конусом, т. е. получается как множество положительных

линейных комбинаций некоторого конечного набора векторов. До-

казательство этого можно прочесть, например, в главе  книги [].

Будем называть его конусом, двойственным к K.

Упражнение .. Докажите, что (K∨)∨=K.

Внутренностью Int K конуса K будем называть его множество

внутренних точек (в стандартной топологии в Rn). Если конус K

невырожден (т. е. векторы α1, …, αk порождают все пространство V),
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то Int K есть множество положительных линейных комбинаций век-

торов α1, …, αk:

Int K =
�

c1α1+…+ ckαk | ci > 0
	

.

В противном случае Int K=∅.

Задача .. Пусть K и L –– два многогранных конуса. Докажите,

что L⊂K тогда и только тогда, когда K∨⊂ L∨.

Обозначим через −K образ конуса K при центральной симмет-

рии относительно нуля.

Предложение .. Пусть K –– многогранный конус, не содержа-

щий прямых. Тогда λ∈K ∪ (−K) тогда и только тогда, когда гипер-

плоскость Hλ={µ∈V | (µ, λ)=0} не пересекается с конусом Int K∨.

Доказательство. Пусть L –– конус, порожденный одним векто-

ром λ. Тогда L⊂K, а L∨ есть полупространство, ограниченное плос-

костью Hλ и содержащее вектор λ. Предложение следует из преды-

дущей задачи и того факта, что если K∨⊂ L∨, то Int K∨⊂ Int L∨.

.. Камеры Вейля и фундаментальная область

группы отражений

Теперь применим общие сведения о многогранных конусах, из-

ложенные в предыдущем пункте, к системам корней.

Фиксируем в Φ систему простых и систему положительных кор-

ней ∆⊂Π. Пусть K –– конус, порожденный системой ∆ (или, что то

же самое, системой Π). Обозначим через D двойственный конус:

D = K∨ =
�
λ ∈ V | (λ, α) ¾ 0 для любого α ∈ ∆

	
.

Поскольку простые корни составляют базис пространства V , оба

конуса K и D невырожденны, т. е. не содержатся ни в каком под-

пространстве меньшей размерности, и симплициальны, т. е. число

их ребер равно dim V .

Несложно показать, что всякая орбита группы W в пространстве

V пересекается с D.

Лемма .. Для всякого вектора λ∈V найдется такой элемент

w∈W , что µ=w ·λ∈D. Более того, разность µ−λ является линейной

комбинацией векторов из ∆ с неотрицательными коэффициентами.

Доказательство. Введем на V частичный порядок следующим

образом: λ меньше либо равно µ, если µ− λ есть линейная ком-

бинация векторов из ∆ с неотрицательными коэффициентами. (Не
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следует путать этот частичный порядок с введенным ранее линей-

ным порядком, который нам более не потребуется.)

Рассмотрим орбиту W · λ вектора λ. Пусть µ –– максимальный

относительно данного порядка элемент в этой орбите (вообще го-

воря, µ может быть не единственным). Применим к нему простое

отражение sα:

sαµ = µ−2
(µ, α)

(α, α)
α.

Вектор sαµ также принадлежит орбите W ·λ. Поскольку элемент µ

максимален, мы получаем, что 2
(µ, α)

(α, α)
¾0, а значит, (µ, α)¾0. Это вы-

полнено для любого простого корня α∈∆, следовательно, µ∈D.

Рассмотрим множество открытых конусов w · Int D, получающих-

ся из Int D сдвигом на элемент w∈W . Эти конусы называются каме-

рами Вейля.

Пример .. Пусть W = SymD3 –– группа симметрий треуголь-

ника (это группа типа A2). На рисунке изображена система корней

для этой группы, отмечены два простых корня и показаны фунда-

ментальный конус D и камеры Вейля (их число равняется  –– по-

рядку группы W).

Как мы видим на этом рисунке, камеры Вейля не пересекаются,

а их объединение есть дополнение до множества зеркал. Как мы

убедимся далее, и в общем случае ситуация аналогичная.

Рис. . Фундаментальная область группы отражений

Предложение .. 1. Для любого корня α ∈ Φ соответствую-

щая ему гиперплоскость Hα не пересекается ни с какой камерой Вей-

ля w · Int D.
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2. Объединение всех камер Вейля равняется всему пространству V

за вычетом гиперплоскостей отражений относительно корней из Φ:

W · Int D = V \
⋃

α∈Φ
Hα.

3. Пусть e∆= {β1, …, βr}⊂Φ –– набор корней, составляющий ба-

зис пространства V , и пусть eK –– конус, порожденный этим набо-

ром. Предположим, что Int eK∨ не пересекается ни с какой гиперплос-

костью Hα при α∈Φ. Тогда e∆=w ·∆ (т. е. e∆ тоже является систе-

мой простых корней).

Доказательство. 1. Для любого корня α ∈ Φ верно, что либо

он сам, либо противоположный к нему лежит в конусе K, порож-

денном ∆. В силу предложения . отсюда следует, что соответ-

ствующая гиперплоскость Hα не пересекается с Int D. В силу W -

инвариантности системы Φ это же верно и для любой другой ка-

меры Вейля.

2. Возьмем какой-нибудь элемент λ∈ V \ (W · Int D). В силу лем-

мы . найдется такой элемент w∈W , что w ·λ∈D \ Int D. Тогда по

определению конуса D мы получаем, что w ·λ∈Hβ, где β –– некото-

рый простой корень. Значит, λ∈Hw−1β, что и требовалось.

3. Пусть α ∈Φ. Из предложения . следует, что либо α, либо

−α лежит в конусе eK . Это значит, что α выражается через β1, …, βr

с коэффициентами одного знака. Но согласно определению . это

и значит, что e∆ есть система простых корней.

Задача .. Выведите из предыдущего предложения, что две

несовпадающие камеры Вейля не пересекаются.

Имеет место следующее утверждение, значительно усиливаю-

щее результат леммы ..

Теорема .. 1. Если λ, µ∈D и wλ=µ, то λ=µ, а w есть произ-

ведение простых отражений, каждое из которых оставляет λ непо-

движным. В частности, если λ∈ Int D, то стабилизатор Wλ триви-

ален. Таким образом, число камер Вейля равно порядку группы W.

2. Каждая орбита группы W пересекается с D ровно по одной

точке (в таком случае говорят, что D является фундаментальной

областью для действия группы W на пространстве V).

Доказательство этой теоремы выходит за рамки этой брошюры.

Его можно найти, например, в книге [, .] или в статье [].



Интермедия:

группы отражений и кватернионы

And how The One of Time, of Space the

Three, might in the Chain of Symbols girdled be.

Sir William Rowan Hamilton 

В предыдущих двух лекциях мы достаточно основательно изучи-

ли теорию групп отражений. Мы уже знаем, что таковыми являются

действующая на плоскости группа диэдра, группы симметрий пра-

вильных многогранников в трехмерном пространстве и три серии

групп An, Bn и Dn, действующих в n-мерном пространстве при про-

извольном n.

В интермедии мы изучим три группы отражений в четырехмер-

ном пространстве. Эти группы возникнут в результате одной весьма

естественной конструкции. При этом две из них будут «новыми»,

т. е. не встречавшимися в сериях An, Bn и Dn. Для этой конструк-

ции нам потребуется рассмотреть четырехмерное пространство как

пространство кватернионов.

/.. Алгебра кватернионов

Рассмотрим четырехмерное вещественное векторное простран-

ство R4 с базисом {1, i, j, k}. Введем на этом пространстве ассоци-

ативное, но некоммутативное умножение, определив его на базис-

ных элементах при помощи следующей таблицы:

 i j k

  i j k

i i −1 k − j

j j −k −1 i

k k j −i −1

И как Одно от Времени и Три от Пространства могут быть опоясаны Цепью

Символов. (Сэр Уильям Роуэн Гамильтон).
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Мы утверждаем, что определенное таким образом умножение

задает наR4 структуру ассоциативной алгебры с единицей, которую

мы будем обозначать через H. Она называется алгеброй кватернио-

нов, а ее элементы — кватернионами. Элементы , i, j, k называют-

ся базисными кватернионами. Ассоциативность алгебры H можно

проверить непосредственно, но мы поступим иначе: реализуем ее в

качестве подалгебры в алгебре матриц Mat(2, C).

Рассмотрим следующее отображение H→Mat(2, C):

1 7→
�

1 0

0 1

�
; i 7→

�
0 −1

1 0

�
; j 7→

�
0 −i

−i 0

�
; k 7→

�
i 0

0 −i

�
.

Легко видеть (проверьте это!), что это действительно гомоморфизм

алгебр над R. При нем кватернион a + bi + cj + dk соответствует

матрице

�
a+di −b− ci

b− ci a−di

�
=

�
z w

−w z

�
, где z, w ∈C. Кроме того, все

такие матрицы, кроме нулевой, невырождены:

det

�
z w

−w z

�
= zz+ww = |z|2+ |w|2 = a2

+ b2
+ c2

+d2. ()

Упражнение /.. Проверьте, что при условии ассоциативно-

сти умножение в алгебре H задается определяющими соотношени-

ями i2
= j2

= k2
= ijk=−1.

Определение /.. Модулем кватерниона z называется веще-

ственное неотрицательное число |z|= (a2
+ b2

+ c2
+ d2)1/2. Кватер-

нион z=a− bi− cj−dk называется сопряженным к z.

Квадрат модуля является положительно определенной квадра-

тичной формой на H. Тем самым на H определена структура евкли-

дова пространства.

Как и для комплексных чисел, zz= |z|2.

Однако, в отличие от C, сопряжение в H является не автомор-

физмом, а антиавтоморфизмом: zw=w · z.

Упражнение /.. Проверьте это.

Кроме того, |zw|= |z||w|. Это следует, например, из равенства

() и мультипликативности определителя, или из равенства |zw|2=
= zwzw= zww z= |z|2|w|2.

Понятие модуля позволяет найти для каждого ненулевого ква-

терниона z обратный: такой кватернион z−1, что zz−1
= z−1z=1. Он

находится по формуле z−1
= z/|z|2. Поэтому H является алгеброй с

делением, или телом (т. е. «некоммутативным полем»).



 Интермедия: группы отражений и кватернионы

/.. Кватернионы единичного модуля

и чисто мнимые кватернионы

Множество кватернионов единичного модуля образует группу

по умножению, которую мы обозначим через Sp(1). Геометрически

Sp(1) является трехмерной сферой S3, так как оно задается уравне-

нием a2
+ b2

+ c2
+d2

=1.

Отметим, что если z∈Sp(1), то z−1
= z.

Предложение /.. При описанном выше гомоморфизме H→
→Mat(2, C) кватернионам из Sp(1) соответствуют в точности

специальные унитарные матрицы 2×2 (т. е. унитарные матрицы

с определителем 1).

Доказательство. При гомоморфизме H→Mat(2, C) инволюция

z 7→ z на H переходит в инволюцию A 7→ A∗ (композицию транспо-

нирования и сопряжения). Поэтому Sp(1) переходит во множество

матриц с единичным определителем, удовлетворяющих равенству

A∗= A−1, что и требовалось.

Рассмотрим теперь множество чисто мнимых кватернионов

V = {bi+ cj+dk} = {z ∈ H | z+ z = 0}.

Оно является трехмерным евклидовым пространством. Кроме того,

на трехмерном евклидовом пространстве есть антисимметричная

операция векторного произведения [v, w].

Пространство V не замкнуто относительно умножения: произ-

ведение двух чисто мнимых кватернионов не обязано быть чисто

мнимым. Но оказывается, что кватернионное умножение «знает»

и про скалярное, и про векторное произведение на V . А именно,

справедливо следующее равенство, которое мы оставляем читателю

в качестве упражнения.

Упражнение /.. Если v, w ∈V , то их произведение в H равня-

ется

v ·w = −(v, w)+ [v, w],

где первое слагаемое –– это вещественное число, а второе –– вектор,

т. е. элемент из V .

В частности, если v ∈ V , то [v, v]= 0, а значит, v2
=−|v|2. Полу-

чается, что квадрат всякого чисто мнимого кватерниона есть от-

рицательное число. В частности, всякий чисто мнимый кватернион

единичного модуля является квадратным корнем из −1.



/.. Действие Sp(1) на V 

/.. Действие Sp(1) на V

Наша цель –– сопоставить каждому кватерниону z∈Sp(1) враще-

ние евклидова трехмерного пространства Rz : V→V .

Во-первых, заметим, что для фиксированного кватерниона z ∈
∈Sp(1) отображенияH→H, заданные формулами q 7→ zq и q 7→ qz−1,

суть ортогональные преобразования, так как они сохраняют модуль

вектора. Однако ни одно из них не определяет действие на подпро-

странстве V . Для того, чтобы V переходило бы в себя, на нем можно

действовать композицией этих преобразований, т. е. сопряжениями.

Лемма /.. Пусть z ∈ Sp(1). Отображение q 7→ zqz−1 перево-

дит чисто мнимые кватернионы в чисто мнимые.

Доказательство. Пусть q ∈ V . Это значит, что q + q = 0. Дока-

жем, что zqz−1
+ (zqz−1)=0. Действительно,

zqz−1
+ (zqz−1) = zqz−1

+ z−1 qz = zqz−1
+ zqz−1

= z(q+ q)z−1
= 0.

Поскольку левое и правое умножение задают на R4 ортогональ-

ные преобразования (относительно стандартного скалярного про-

изведения), получаем, что отображение Rz : q 7→ zqz−1 есть ортого-

нальное преобразование пространства R3
=V .

Лемма /.. Отображение z 7→ Rz задает гомоморфизм групп

Sp(1)→O(3).

Доказательство. Мы доказали, что преобразование Rz ортого-

нально. Необходимо лишь проверить, что это отображение –– гомо-

морфизм. Проверим, что Rz Rw =Rzw. Это несложно:

Rz(Rw(q)) = Rz(wqw−1) = zwqw−1z−1
= zwq(zw)−1

= Rzw(q).

Далее мы покажем, что образ этого гомоморфизма есть в точ-

ности групп специальных ортогональных матриц SO(3). По теоре-

ме Эйлера, каждое специальное ортогональное преобразование R3

есть вращение. Вращение задается двумя параметрами: направле-

нием оси и углом вращения. Мы увидим, как узнать эти параметры

для преобразования Rz, зная кватернион z∈Sp(1).

Пусть z= a+ bi+ cj + dk= a+ v′ ∈ Sp(1), где a и v′ –– веществен-

ная и мнимая части кватерниона z. Тогда |z|2=a2
+ |v′|2=1. Поэто-

му существует такой угол ϕ∈ [0, π], что a= cosϕ, |v|= sinϕ. Тогда

z = cosϕ+ sinϕ · v,

где v= v′/ sinϕ –– вектор длины .



 Интермедия: группы отражений и кватернионы

Предложение /.. Пусть z= cosϕ+ sinϕ · v ∈ Sp(1). Преобра-

зование Rz : V→ V, q 7→ zqz−1 есть поворот относительно оси, на-

тянутой на вектор v, на угол 2ϕ.

Доказательство. Сперва докажем, что Rz оставляет вектор v

на месте. Это проверяется прямым вычислением. Если z= cosϕ +

+ sinϕ · v, то z−1
= cosϕ− sinϕ · v. Тогда

zvz−1
= (cosϕ+ sinϕ · v)v(cosϕ− sinϕ · v) =

= (cosϕ · v− sinϕ · (v, v))(cosϕ− sinϕ · v) =

= cos2ϕ · v+ sin2ϕ · v = v.

(мы пользовались тем, что, согласно упражнению /., (v, v)=1 и

[v, v]=0).

Значит, v остается на месте под действием Rz.

Далее, проверим, что Rz задает поворот на угол 2ϕ в плоско-

сти, ортогональной вектору v. Выберем в этой плоскости ортого-

нальный базис: пусть w –– произвольный единичный вектор, орто-

гональный v, а u= [v, w]. Применим Rz к w.

Упражнение /.. Проверьте, что Rz(w)= cos 2ϕ ·w+ sin 2ϕ ·u.

Таким образом, в плоскости 〈w, u〉 преобразование Rz действует

поворотами на угол 2ϕ. Это завершает доказательство предложе-

ния.

Значит, Rz отвечает вращению, и всякое вращение можно полу-

чить таким образом. Мы получили следующее предложение:

Предложение /.. Имеется сюръективный гомоморфизм

групп Sp(1)→SO(3).

Выясним, чему равно ядро этого гомоморфизма. Кватернион

z= cosϕ+ sinϕ · v отвечает тождественному преобразованию, когда

угол 2ϕ равен 2πn, т. е. ϕ ∈ {0, π}. Значит, sinϕ = 0, а cosϕ =±1.

Таким образом, z=±1.

Поэтому предыдущее предложение можно уточнить:

Теорема /.. Имеется изоморфизм групп Sp(1)/{±1}→SO(3).

С топологической точки зрения этот изоморфизм отвечает дву-

листному накрытию S3→RP3 трехмерной проективной плоскости

трехмерной сферой.

Замечание. Как мы уже говорили, для любых двух кватернионов

z1, z2 ∈H отображение Rz1, z2
: q 7→ z1qz−1

2 является ортогональным

преобразованием H как четырехмерного евклидова пространства.

Тем самым возникает гомоморфизм Sp(1)× Sp(1)→ O(4). Можно



/.. Конечные подгруппы в H суть системы корней 

доказать, что образ этого отображения –– в точности группа SO(4), а

ядро состоит из двух элементов, (1, 1) и (−1, −1). Подробности этой

конструкции читатель может попробовать восстановить сам (при

этом может пригодиться приведенное ниже упражнение /.) или

найти в брошюре [] или книге [].

/.. Конечные подгруппы в H суть системы корней

Нас будут интересовать конечные подгруппы в H. Ясно, что если

G –– такая подгруппа, то G⊂Sp(1). Оказывается, имеет место следу-

ющее неожиданное утверждение.

Лемма /.. Пусть G ⊂ Sp(1) –– конечная подгруппа четного

порядка. Тогда G является системой корней.

Доказательство. Сначала убедимся, что если конечная подгруппа

G⊂H имеет четный порядок, то −1∈G. Легко видеть, что в алгебре

кватернионов уравнение z2
= 1 имеет ровно два решения: z= 1 и

z=−1. Теперь рассмотрим нашу конечную группу G и рассмотрим

отображение, сопоставляющее каждому элементу обратный к нему.

Тем самым все элементы, не равные в квадрате сами себе, окажутся

разбиты на пары. Стало быть, количество элементов g∈G, для кото-

рых g= g−1 (или, что то же самое, g2
= 1), четно. Всего кватернио-

нов с этим свойством только два, причем один из них всегда лежит

в группе G: это единица. Значит, и −1 принадлежит G.

Пусть α∈G. Нетрудно убедиться, что отображение Mα : λ 7→αλ
есть движение H, переводящее  в α и сохраняющее G. Также груп-

пу G сохраняет симметрия s1(λ)=−¯̄λ (заметим, что ¯̄λ= λ−1 для

λ ∈ Sp(1)). Поэтому для любого α отражение sα =Mαs1M−1
α

сохра-

няет группу G.

Итак, аксиома (R) также выполнена.

Упражнение /.. Убедитесь, что для любого α∈ Sp(1) имеет

место формула sα(λ)=−α¯̄λα.

/.. Бинарные группы платоновых тел

Перейдем к обещанной конструкции групп отражений в четы-

рехмерном пространстве.

Для начала рассмотрим группу Sym+(T) вращений правильного

тетраэдра в R3. Как мы знаем, она имеет порядок ; она изоморфна

A4 –– группе четных перестановок множества вершин тетраэдра.



 Интермедия: группы отражений и кватернионы

Группа Sym+(T) является подгруппой в SO(3). Возьмем ее пол-

ный прообраз T = π−1(Sym+(T)) ⊂ Sp(1) ⊂ H. Он также является

группой; ее порядок вдвое больше порядка группы Sym+(T), т. е.

равен . Эта группа называется бинарной группой тетраэдра.

Упражнение /.. Покажите, что

T ∼=
n
±1, ±i, ± j, ±k,

1
2

(±1± i± j± k)
o

,

где знаки расставляются всевозможными способами ( кватерни-

она из правой части равенства называются единицами Гурвица).

Упражнение /.. Согласно лемме /. множество T есть си-

стема корней. Покажите, что это система корней типа D4.

Ту же самую конструкцию можно осуществить и для двух других

групп симметрий платоновых тел –– куба и икосаэдра.

Возьмем бинарную группу куба C –– полный прообраз группы вра-

щений куба Sym+(C)⊂ SO(3). Она состоит из  кватернионов, 

из которых суть единицы Гурвица, т. е. T⊂C. Оставшиеся  элемен-

та (обозначим их множество через T
′) имеют вид

1p
2

(±z±w),

где z, w ∈ {1, i, j, k} –– различные базисные элементы (всего имеет-

ся  вариантов выбора такой пары).

Согласно той же лемме /. эти  элементов образуют систему

корней. Рассмотрим соответствующую группу отражений WC. Наша

ближайшая задача состоит в вычислении порядка этой группы.

Упражнение /.. а) Покажите, что sα(T)=T, sα(T′)=T
′ для

произвольного α∈C. Иначе говоря, отражения sα (а следовательно,

вся группа WC) «не перемешивают» элементы из T и T
′.

б) Покажите, что C состоит из двух орбит группы WC по  эле-

мента в каждой: T и T
′.

в) Рассмотрим элемент 1 ∈ C. Покажите, что его стабилизатор

в WC порожден отражениями относительно чисто мнимых кватер-

нионов из C.

г) Покажите, что чисто мнимые кватернионы из C образуют си-

стему корней типа B3, а соответствующая ей группа отражений есть

в точности стабилизатор единицы из предыдущего пункта.

Мы знаем, что порядок группы отражений типа B3 равен 23 ·3!=

=48. Отсюда следует, что |WC|=24 ·48=1152. Мы постоили новую

систему корней ранга 4. Эта система корней называется F4: мы уви-

дим ее на следующей лекции.



/.. Бинарные группы платоновых тел 

Наконец, разберемся с бинарной группой икосаэдра. Эта 120-эле-

ментная группа есть полный прообраз группы вращений икосаэдра

Sym+(I).

Обозначим через ϕ золотое сечение:

ϕ =
1+
p

5
2

.

Упражнение /.. Убедитесь, что cos
π
5
=
ϕ

2
, а cos

2π
5
=
ϕ−1

2
=

=
−1+
p

5
4

.

Указание. Рассмотрите «золотой треугольник» –– равнобедрен-

ный треугольник с углом π/5 при вершине.

Теперь возьмем кватернион
1

2
(ϕ+ i+ϕ−1 j) и рассмотрим мно-

жество I
′ кватернионов, которые получаются из него четными пе-

рестановками координат и всевозможными сменами знаков при ко-

ординатах. Заметим, что все эти кватернионы имеют единичный

модуль. Число элементов в I
′ равно 23 · |A4|=8 ·12=96. Теперь доба-

вим к I
′ множество единиц Гурвица T, которое нам уже встречалось

выше, и обозначим полученное -элементное множество через I:

I = I
′∪T.

Задача /.. а) Покажите, что I образует подгруппу в Sp(1)

(а следовательно, по лемме /., и систему корней!). Эта система

корней называется H4.

б) Докажите, что при отображении SU(2)→ SO(3) группа I пе-

реходит в группу вращений икосаэдра. Тем самым будет доказано,

что I есть бинарная группа икосаэдра.

в) Пусть WI –– группа отражений, соответствующая системе кор-

ней I. Докажите, что она действует на I транзитивно.

г) Докажите, что стабилизатор элемента 1∈I порожден отраже-

ниями относительно  чисто мнимых кватернионов из I и изомор-

фен группе симметрий икосаэдра Sym I (следовательно, он имеет

порядок ). Выведите отсюда, что порядок группы WI равен .

Задача /.. Выпишите какие-нибудь системы простых кор-

ней для систем корней C и I.

Ответ на эту задачу будет дан в конце следующей лекции.



Лекция 

Возьмем это самое слово «А-пять».

Зачем мы его произносим,

Когда мы могли бы спокойно сказать:

«Е-шесть», и «Е-семь», и «Е-восемь»?

Почти что из Винни-Пуха

.. Графы Кокстера: определение

Как мы видели в лекции , группа отражений W порождается

отражениями s1, …, sr относительно простых корней α1, …, αr. Эти

отражения удовлетворяют следующим соотношениям:

s2
i = Id; (sis j )

nij = Id, ()

где число nij определяется углом между векторами αi и α j :

∠(αi, α j) = π−π/nij.

Оказывается, что все соотношения в группе отражений являются

следствиями этих. Это утверждает следующая теорема, которую мы

доказывать не будем; заинтересованный читатель может найти ее

доказательство в книге [] или в статье [].

Теорема .. Группа W есть факторгруппа свободной группы, по-

рожденной элементами s1, …, sr, по наименьшей нормальной под-

группе, содержащей левые части соотношений ().

Как мы видели ранее (см. упражнение .), вся информация

о системе корней и соответствующей группе W задается набором

чисел nij, т. е. углами между простыми корнями. Эти данные можно

наглядно представить следующим образом.

Определение .. Пусть W –– группа отражений, Φ⊃∆ –– соот-

ветствующие система корней и система простых корней. Графом

Кокстера, построенным по группе отражений W (или, что то же

самое, по системе корней Φ), называется неориентированный граф

с |∆| вершинами (без кратных ребер и петель), ребра которого

снабжены целочисленными отметками, не меньшими трех, опре-

деленный по следующему правилу:



.. Классификация конечных групп отражений 

• i-я и j-я вершины не соединены ребром, если nij=2 (т. е. про-

стые корни αi и α j ортогональны, или, что то же самое, простые

отражения si и s j коммутируют);

• в противном случае i-я и j-я вершины соединены ребром, снаб-

женным отметкой nij.

Условимся, что вместо ребра с отметкой 3 мы будем рисовать

простое ребро без числовой отметки. Это соглашение связано с тем,

что большинство ребер в графе Кокстера снабжены отметкой 3; оно

позволяет упростить обозначения.

Замечание. Иногда вместо ребер с числовыми отметками ис-

пользуются кратные ребра. В таком случае вершины i и j соединя-

ются ребром кратности nij−2 (что согласуется с нашими обозначе-

ниями при nij=2 и ).

Поскольку все системы простых корней в данной системе корней

Φ сопряжены, граф Кокстера системы корней Φ зависит только от

самой системы корней и не зависит от выбора системы простых

и положительных корней в Φ.

Упражнение .. Нарисуйте графы Кокстера для систем корней

типа A, B и D и для групп симметрий диэдра и трехмерных правиль-

ных многогранников.

Далеко не всякий граф с числовыми отметками на ребрах яв-

ляется графом Кокстера какой-либо группы отражений. С другой

стороны, ясно, что если по графу может быть восстановлена группа

отражений, то она восстанавливается единственным образом.

Очевидно, что для того, чтобы граф с n вершинами и отметками

nij был бы графом Кокстера, необходимо, чтобы существовала си-

стема из n векторов α1, …, αn в Rn, попарные углы между которыми

равнялись бы

∠(αi, α j) = π−π/nij.

Основная цель этой лекции –– получить список всех графов Кокс-

тера. Это даст нам полную классификацию конечных групп отраже-

ний.

.. Классификация конечных групп отражений:

формулировка результата

Ответ на интересующий нас вопрос формулируется следующим

образом.



 Лекция 

Теорема . (теорема о классификации конечной группы отоб-

ражений). Граф является графом Кокстера некоторой системы кор-

ней тогда и только тогда, когда каждая из его компонент связности

принадлежит следующему списку:

• • … • • An

• • … • 4 • Bn

•

• • … •
���

??
?

•

Dn

• • • • •

•

E6

• • • • • •

•

E7

• • • • • • •

•

E8

• • 4 • • F4

• • 5 • H3

• • • 5 • H4

• m • I2(m)

Как уже известно читателю, решившему упражнение ., опре-

деленные в лекции  группы типов An, Bn и Dn действительно соот-

ветствуют одноименным графам Кокстера из этой таблицы, а груп-

па самосовмещений m-угольника на плоскости соответствует гра-

фу I2(m).

.. Доказательство теоремы о классификации:

инструментарий

Нетрудно видеть, что можно ограничиться рассмотрением связ-

ных графов Кокстера: если граф несвязен, то соответствующая груп-

па отражений (если она существует) распадается в прямое произ-

ведение нескольких подгрупп отражений, каждая из которых соот-



.. Доказательство теоремы о классификации: инструментарий 

ветствует связной компоненте графа Кокстера (соответственно, си-

стема корней распадается в несколько ортогональных подсистем).

Поэтому достаточно описать все связные графы Кокстера. Группы

отражений и их системы корней, соответствующие связным графам

Кокстера, будем называть неразложимыми.

Общая стратегия нашего доказательства будет такова: мы вы-

ясним, каких подграфов не может быть в связном графе Кокстера.

В итоге мы придем к тому, что все графы, не содержащие этих за-

прещенных подграфов, суть в точности графы из теоремы .. После

этого нам останется лишь предъявить примеры групп отражений,

соответствующих этим графам.

Для заданного графа Γ будем искать описанную в п. . систему,

состоящую из единичных векторов. Нам известна матрица Грама

G(Γ) = G(α1, …, αn) = ((αi, α j))1¶i, j¶n

этой системы: на ее диагонали стоят единицы, а вне диагонали ––

неположительные числа cos(π−π/nij)=− cos(π/nij). Если два век-

тора β и γ разложены по базису из α1, …, αn: β=
∑

biαi, γ=
∑

ciαi,

то их скалярное произведение равно

(β, γ) =
�

b1 b2 … bn

�
(G(Γ))




c1

c2

...

cn




.

Матрица Грама системы векторов в пространстве должна быть

положительно определена. Это дает нам весьма сильные ограниче-

ния на значения nij (т. е. на отметки на ребрах графа), которые поз-

воляют исключить некоторые графы. Для их исключения мы будем

пользоваться тремя основными инструментами.

Положительность определителя матрицы Грама: det G(Γ)>0.

Неравенство Коши––Буняковского: (λ, µ)2< (λ, λ)(µ, µ) для лю-

бых двух не пропорциональных друг другу векторов λ, µ.

Теорема Пифагора: пусть ǫ1, …, ǫk –– ортонормированная система

векторов (не обязательно базис). Тогда для произвольного век-



 Лекция 

тора λ выполняется неравенство

(λ, λ) ¾

k∑

i=1

(λ, ǫi)
2,

причем оно является строгим тогда и только тогда, когда λ /∈
/∈〈ǫ1, …, ǫk〉.

.. Доказательство теоремы о классификации:

необходимость

В этом разделе мы в десять шагов исключим некоторые, не явля-

ющие графами Кокстера. В результате останутся только те, которые

перечислены в теореме .. Тем самым в теореме будет доказана

часть «только тогда».

Шаг . Пусть Γ –– граф Кокстера и граф Γ′ получается из Γ удале-

нием некоторых вершин и всех примыкающих к ним ребер. Тогда

граф Γ′ –– граф Кокстера.

Это очевидно.

Шаг . Граф Кокстера является деревом (т. е. не содержит циклов).

Доказательство. Покажем, что Γ является деревом. Рассмотрим

вектор α=α1+…+αn, где, как обычно, векторы αi отвечают про-

стым корням, и найдем его скалярный квадрат:

(α, α) =
�∑

αi,
∑
αi

�
= n−2

∑

i< j

cos(π/nij) ¾ n−
∑

по всем
ребрам

1 > 0.

Следовательно, число ребер не превосходит n−1, т. е. Γ –– дерево.

Шаг . Граф Кокстера не может содержать:

а) вершину степени не меньше 4;

б) вершину степени 3, из которой исходит ребро с отметкой не

меньше 4;

в) вершину, из которой исходят два ребра с отметками не мень-

ше 4.

Доказательство. В силу шага  достаточно проверить, что ни

один из трех минимальных графов, удовлетворяющих условиям а)––

в), не является графом Кокстера. Действительно, пусть исходный

граф Γ содержит какой-либо такой подграф. Удалим все вершины,

кроме входящих в этот подграф, и все исходящие из них ребра. Полу-



.. Доказательство теоремы о классификации: необходимость 

ченный граф либо содержит цикл (следовательно, не является графом

Кокстера в силу шага ), либо имеет вид, описанный в условии.

Докажем, что граф

•
??

? •
��
�

•
??

?
��
�

• •
(возможно, с отметками на ребрах) не является графом Кокстера.

Обозначим векторы, соответствующие центральной и крайним вер-

шинам, через α и α1, …, α4 соответственно. Последние четыре век-

тора образуют ортонормированную систему, а α не принадлежит их

линейной оболочке. Значит, по теореме Пифагора

1 = (α, α) >

4∑

i=1

(α, αi)
2
¾

4∑

i=1

(1/2)2
= 1.

Противоречие.

Упражнение .. Разберитесь самостоятельно с пп. б) и в).

Шаг . Если в графе Кокстера Γ имеется цепочка вершин, соеди-

ненных между собой простыми ребрами, причем никакие верши-

ны, кроме первой и последней, более ни с чем не соединены, то эту

цепочку можно «стянуть», заменив ее одной вершиной и оставив

все остальные ребра и вершины без изменений. Полученный в ре-

зультате граф eΓ также будет графом Кокстера:

• • … •   •

Доказательство. Предъявим для графа eΓ набор векторов с за-

данными скалярными произведениями. Этот набор получается из

набора для Γ при помощи замены векторов α1, …, αk, соответству-

ющих вершинам, которые образуют цепочку, на их сумму α=α1+…

…+αk. Действительно,

(α, α) =
∑

1¶i¶k

(αi, αi)−2
∑

1¶i¶k−1

(αi, αi+1) = k− (k−1) = 1,

а для всякого вектора β, соответствующего вершине не из цепочки,

(α, β) = (α1, β) либо (α, β) = (αk, β),

что и требовалось.



 Лекция 

Определение .. Особенностью графа будем называть либо вер-

шину степени выше 2, либо кратное ребро (т. е. ребро с отметкой не

меньше 4).

Шаг . Граф Кокстера содержит не более одной особенности.

Доказательство. Это следует из предыдущих двух шагов: если

особенностей более одной, то рассмотрим цепочку, соединяющую

две ближайшие особенности, и стянем ее; полученный граф не бу-

дет графом Кокстера в силу шага .

Дальнейшие четыре шага посвящены исключению некоторых

подграфов с кратным ребром.

Шаг . Граф • • m • • не является графом Кокстера при

m¾5.

Доказательство. Предположим противное. Пусть вершинам,

занумерованным слева направо, соответствуют векторы α1, …, α4.

Рассмотрим векторы β= α1 + 2α2, γ= 2α3 + α4. Легко убедиться,

что (β, β)= (γ, γ)=3, а (β, γ)=−4 cos
π
m

. Но cos
π
m
¾ cos

π
5
=

1+
p

5
4

.

Запишем неравенство Коши––Буняковского:

9 = 3 ·3 = (β, β)(γ, γ) > (β, γ)2
¾ (1+

p
5)2
= 6+2

p
5 > 9.

Противоречие.

Шаг . Граф • • 4 • • • не является графом Кокстера.

Шаг . Граф • 5 • • • • не является графом Кокстера.

Шаг . Граф • m • • не является графом Кокстера при m¾6.

Упражнение .. Пользуясь инструментарием из предыдущего

пункта, докажите эти три утверждения.

Мы получили, что если граф не содержит вершину степени , то

он является одним из следующих: An, Bn, F4, H3, H4, I2(m).

Теперь разберем случай, когда в графе есть вершина степени :

• • … • • • • • … •
•

???

• … •
Шаг . Граф с вершиной степени , состоящий из трех «щупа-

лец», длины которых равны p− 1, q− 1 и r− 1 соответственно, яв-

ляется графом Кокстера только тогда, когда для длин «щупалец» вы-

полнено соотношение
1

p
+

1

q
+

1

r
> 1. ()



.. Доказательство теоремы о классификации: достаточность 

Доказательство (набросок). Пусть векторы α1, …, αp, α′
1
, … ,

α′q, α′′
1

, …, α′′r соответствуют вершинам, образующим «щупальца»

и занумерованным от краев к центру так, что αp=α
′
q
=α′′

r
. Рассмот-

рим ортогональные векторы

α1+2α2+…+ (p−1)αp−1,

α′
1
+2α′

2
+…+ (q−1)α′

q−1
и

α′′
1
+2α′′

2
+…+ (r−1)α′′r−1

.

Вектор αp=α
′
q=α

′′
r не лежит в их линейной оболочке. Теперь оста-

лось воспользоваться теоремой Пифагора.

Несложно перечислить все решения уравнения () в целых чис-

лах, бо́льших единицы: (p, q, r) может быть равно (2, 2, r) при про-

извольном r¾2, а также (2, 3, 3), (2, 3, 4) и (2, 3, 5). Первая серия

решений дает нам графы Кокстера типа Dn, а последние три –– гра-

фы E6, E7 и E8.

.. Доказательство теоремы о классификации:

достаточность

Последнее, что от нас требуется –– это выписать системы корней

и простых корней для всех графов, перечисленных в теореме ..

Этому посвящен настоящий раздел.

Системы корней, соответствующие сериям An, Bn, Dn и I2(m),

мы уже видели в п. .. Осталось разобраться с системами корней,

которые соответствуют графам E6, E7, E8, F4, H3 и H4. Оказывается,

последние три системы корней нам уже встречались в интермедии.

Предложение .. 1. Бинарная группа куба C⊂H есть система

корней типа F4.

2. Бинарная группа икосаэдра I⊂ H есть система корней ти-

па H4.

3. Пусть I
Im есть множество чисто мнимых кватернионов из I.

Оно образует систему корней типа H3.

Мы не будем доказывать это предложение, а лишь выпишем

явно системы простых корней для указанных систем корней. Про-

верка того, что эти наборы векторов действительно суть системы

простых корней, а также что углы между ними такие, как предпи-

сано графом Кокстера, останется читателю в качестве несложного

упражнения.



 Лекция 

Для системы корней C имеем

α1 =
1p
2

(i− j), α2 =
1p
2

( j− k), α3 = k, α4 =
1

2
(1− i− j− k).

А вот система простых корней для системы корней I:

α1 =
1
2

(ϕ−1−ϕ j− k), α2 =
1
2

(−ϕi+ϕ−1 j+ k),

α3 =
1
2

(ϕ−1i+ j−ϕk), α4 =
1
2

(ϕ−1i− j+ϕk)

(здесь, как и раньше, ϕ=
1+
p

5
2

). При этом корни α2, α3 и α4 об-

разуют систему простых корней для системы корней I
Im. Следова-

тельно, последняя является системой корней типа H3. Можно пока-

зать, что соответствующая группа отражений есть группа симмет-

рий икосаэдра Sym I.

Теперь осталось убедиться в существовании систем корней типа

E6, E7 и E8. В силу шага  из предыдущего пункта достаточно предъ-

явить систему корней типа E8; остальные две системы E6 и E7 будут

в ней содержаться.

В принципе, эту систему корней и систему простых корней мож-

но было бы выписать явно и на этом остановиться –– проверка по-

кажет, что предъявленный набор действительно является нужной

нам системой корней (с данной диаграммой). Однако мы хотели

бы мотивировать эту конструкцию, показав, откуда появляется эта

система корней, и попутно упомянуть о еще одной задаче, где воз-

никают группы отражений.

Как мы уже упомянули в начале этой брошюры, графы Коксте-

ра –– в той или иной своей инкарнации –– возникают во многих за-

дачах. В частности, их ближайшие родственники, схемы Дынкина,

появляются в задаче классификации так называемых кристаллогра-

фических групп. Мы не будем здесь вдаваться ни в детали сходства

и различия между этими родственниками (скажем лишь, например,

что графу Кокстера Bn соответствуют две схемы Дынкина Bn и Cn,

что объясняет, почему после буквы B у нас идет D), ни в теорию

кристаллографических групп –– ибо для этого объем брошюры при-

шлось бы существенно увеличить. Прочитать об этом можно, на-

пример, в гл.  книги []; мы же скажем лишь, что кристаллографи-

ческие группы связаны с изучением некоторых решеток в Rn. Соот-

ветствующие системы корней при этом оказываются приходящими

из «коротких» векторов этих решеток.
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Для построения системы корней типа E8 мы как раз построим

некоторую решетку в восьмимерном пространстве и рассмотрим

в ней множество всех векторов минимальной положительной дли-

ны. Оно будет образовывать нужную нам систему корней.

Пусть e1, …, e8 –– ортонормированный базис в R8. Начнем с ре-

шетки L′, состоящей из всех векторов
∑

ciei, для которых ci ∈ Z
и сумма всех коэффициентов

∑8

i=1
ci четна. Теперь рассмотрим ми-

нимальную решетку, содержащую L′ и вектор
1

2

∑8

i=1
ei:

L = L′+Z

 
1
2

8∑

i=1

ei

!
.

Заметим, что квадрат длины любого вектора в этой решетке четен

(проверьте это!). Обозначим через Φ множество векторов, квадрат

длины которых минимален, т. е. равен . Множество Φ состоит из

240 векторов:

±ei± e j (i < j) и
1
2

8∑

i=1

±ei (число знаков «+» четно).

Упражнение .. Докажите, что Φ является системой корней.

В качестве системы простых корней в Φ возьмем следующий на-

бор:

α1 =
1

2
(e1− e2− e3− e4− e5− e6− e7+ e8),

α2 = e1+ e2,

αi = ei−1− ei−2 (3 ¶ i ¶ 8).

Упражнение .. Проверьте, что это действительно система

простых корней в Φ, соответствующая графу Кокстера E8. Убедитесь

также, что первые шесть и первые семь из перечисленных векторов

αi порождают системы корней типа E6 и E7 соответственно.

Итак, для каждого графа из списка в теореме . мы предъяви-

ли соответствующую систему корней. Это дает нам полную клас-

сификацию конечных групп отражений. Теорема о классификации

конечных групп отражений доказана полностью. �
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Город расположен четвероугольником, и дли-

на его такая же, как и широта. И измерил он город

тростью на двенадцать тысяч стадий; длина и ши-

рота и высота его равны.

Откровение Иоанна Богослова, :

В этой лекции мы достигнем цели, заявленной в самом нача-

ле брошюры: мы дадим определение правильного многогранника

в n-мерном пространстве, после чего опишем все правильные мно-

гогранники. Это будет сделано следующим образом. Сначала мы

покажем, что группа симметрий правильного многогранника есть

группа отражений. Более того, эта группа обязана удовлетворять

следующему дополнительному условию: ее граф Кокстера линеен,

т. е. не содержит вершин степени 3. Далее мы выясним, что по этой

группе можно восстановить сам правильный многогранник, при-

чем не более чем двумя способами. При этом два многогранника

с одной и той же группой симметрий будут двойственными друг

к другу. Наконец, мы найдем количество граней каждой размерно-

сти у каждого из полученных многогранников.

.. Правильные многогранники и их группы

симметрий

В лекции  мы рассмотрели группы симметрий правильных мно-

гогранников в трехмерном пространстве и убедились, что они обла-

дают следующим свойством: группа симметрий Sym M правильного

многогранника M действует транзитивно на флагах –– наборах из

примыкающих друг к другу вершины, ребра и грани многогранника

M . Понятие флага очевидным образом переносится на многогран-

ники произвольной размерности.

Определение .. Пусть M –– многогранник в Rn и F0, F1, …

…, Fn−1 –– множества его -мерных граней (вершин), одномерных

граней (ребер), …, граней размерности n−1 (гиперграней). После-
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довательность граней (F0, F1, …, Fn), где Fi ∈Fi, а Fn=M , называет-

ся флагом, если Fi⊂ Fi+1 при всех i от  до n−1.

После этого указанное свойство групп симметрий можно при-

нять в качестве определения правильного многогранника.

Определение .. Многогранник M называется правильным, ес-

ли действие Sym M на флагах транзитивно, т. е. любой флаг можно

перевести в любой другой.

Пусть M –– правильный многогранник в n-мерном пространстве.

Рассмотрим какую-нибудь его грань F. По определению она тоже яв-

ляется правильным многогранником, и ее симметрии суть в точности

симметрии многогранника M, оставляющие грань F на месте.

Замечание. Если симметрия грани F является отражением (как

преобразование плоскости, содержащей F), то она продолжается до

отражения всего пространства, содержащего многогранник M .

Теорема .. Группа Sym M порождается n отражениями.

Доказательство. Докажем это утверждение индукцией по раз-

мерности многогранника. База индукции очевидна: при n=1 един-

ственный правильный многогранник –– это отрезок, его группа сим-

метрий порождается одним отражением.

Пусть M –– многогранник размерности n. Рассмотрим две его ги-

перграни F и F ′, пересекающиеся по грани E размерности n−2. До-

статочно доказать, что Sym M порождается подгруппой Sym F и от-

ражением s относительно грани E (точнее, относительно гипер-

плоскости, проходящей через E и через центр многогранника). Обо-

значим через Γ группу, порожденную отражением s и Sym F, и будем

доказывать, что Γ=Sym M .

Сначала докажем, что Γ содержит отражение относительно лю-

бой грани E′ размерности n−2, принадлежащей F (обозначим это

отражение через s′). Действительно, в силу транзитивности дей-

ствия Sym F на гранях данной размерности существует преобразо-

вание g∈Sym F, переводящее E в E′. Тогда отражение s′ записывает-

ся как результат сопряжения отражения s при помощи элемента g:

s′ = g ◦ s ◦ g−1,

следовательно, s′∈Γ.

Теперь докажем, что Γ содержит все преобразования, переводя-

щие грань F ′ в себя. Действительно, они все имеют вид

g′ = s ◦ g◦ s,

где g∈Sym F ′ (последний сомножитель можно не обращать, так как

s−1
= s). Выбирая в качестве g всевозможные симметрии грани F,
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мы будем получать в качестве g′ всевозможные симметрии грани F ′.
Следовательно, Sym F ′⊂Γ.

Те же самые рассуждения можно провести, заменив F на F ′, а F ′

на произвольную грань, смежную с F ′, и т. д. В итоге получим, что Γ

содержит все симметрии всех гиперграней нашего многогранника

и все симметрии относительно его граней размерности n−2.

Теперь рассмотрим произвольное преобразование g∈Sym M и не-

которую гипергрань F многогранника M . Мы уже знаем, что имеет-

ся композиция отражений относительно граней размерности n−2,

переводящая F в g(F). Обозначим ее через w; согласно доказанному,

w ∈Γ. Композиция h=w−1 ◦ g переводит гипергрань F в себя, поэто-

му h∈ Sym F ⊂Γ. Следовательно, g=w ◦ h∈ Γ. Значит, Γ= Sym M ,

что и требовалось.

.. Образующие группы симметрий

правильного многогранника и соотношения

между ними

Предыдущая теорема (вернее, ее доказательство) дает нам воз-

можность предъявить образующие группы Sym M в явном виде.

Для этого фиксируем произвольный флаг (F0, F1, …, Fn). Пусть c0,

c1, …, cn –– центры этих граней (в частности, c0= F0, а cn совпадает

с центром масс всего многогранника). Для каждого i ∈ [1, n] обо-

значим через Hi гиперплоскость, проходящую через все эти точки,

кроме ci−1 (такой сдвиг нумерации вызван тем, что мы хотим нуме-

ровать гиперплоскости числами от  до n, а не от  до n− 1). Рас-

смотрим набор отражений si относительно этих гиперплоскостей.

Из нашего построения следует, что каждая плоскость Hi содер-

жит все грани F j при j ¶ i− 2 и перпендикулярна всем граням Fl

при l ¾ i. Если ограничить отражение si на i-мерное подпростран-

ство, содержащее грань Fi, то в нем оно действует как отражение

относительно грани Fi−2. Мы получили следующий результат.

Следствие . (из доказательства теоремы .). Описанные вы-

ше отражения s1, …, sn порождают группу Sym M.

Теперь выясним, каким соотношениям удовлетворяют эти обра-

зующие.

Определение .. Пусть (F0, …, Fn) –– некоторый флаг правиль-

ного многогранника M и 1¶ k¶ n− 1. Число k-мерных граней, со-

держащихся в Fk+1 и содержащих Fk−2, обозначим через pk. (При
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этом мы формально полагаем F−1 =∅). Число (k− 1)-мерных гра-

ней, заключенных между Fk+1 и Fk−2, также равно pk (почему?). На-

бор (p1, …, pn−1) называется символом Шлефли многогранника M .

Очевидно, что данное определение не зависит от выбора флага.

Пример .. Символ Шлефли куба равен (4, 3). Действительно,

p1= 4, так как каждая грань содержит четыре ребра и четыре вер-

шины; p2= 3, поскольку каждая вершина содержится ровно в трех

ребрах и трех гранях. Убедитесь сами, что символы Шлефли тетра-

эдра, октаэдра, икосаэдра и додекаэдра равны (3, 3), (3, 4), (3, 5)

и (5, 3) соответственно.

Предложение .. Пусть s1, …, sn –– система образующих груп-

пы Sym M , построенная в начале этого пункта. Тогда

1) sis j= s j si при |i− j|>1;

2) порядок элемента sisi+1 равен pi, где (p1, …, pn−1) –– символ

Шлефли многогранника M.

Доказательство. 1) Докажем, что гиперплоскости отражений si

и s j перпендикулярны. Пусть k таково, что i< k< j. Тогда гиперплос-

кость Hi перпендикулярна грани Fk−1, а гиперплоскость H j содер-

жит грань Fk−1. Значит, гиперплоскости Hi и H j перпендикулярны.

2) Композиция отражений si и si+1 является поворотом вокруг

(i− 2)-мерной грани Fi−2 на угол 2π/m, где m –– количество i-мер-

ных (или (i − 1)-мерных) граней, сходящихся в Fi−2, т. е. m = pi.

Значит, порядок элемента sisi+1 действительно равен pi. Заметим,

в частности, что отражения с соседними номерами не коммутиру-

ют, так как pi¾3.

Возникает естественная гипотеза: Sym M есть группа отраже-

ний, соответствующая графу Кокстера с n вершинами, в котором

между каждыми двумя последовательными вершинами с номерами

i и i+ 1 имеется ребро с отметкой pi, а никакие другие вершины

между собой не соединены. Мы докажем, что это действительно

так. Для этого нам нужно показать, что построенные si являются

простыми отражениями.

.. Система корней группы симметрий

правильного многогранника

Возьмем произвольный флаг (F ′
0
, F ′

1
, …, F ′n) многогранника M и

фиксируем центры его граней c′i. Для каждого i∈ [1, n] возьмем ги-

перплоскость, проходящую через все c′j , кроме c′i−1
. Теперь рассмот-
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рим вектор α единичной длины, перпендикулярный этой гипер-

плоскости и направленный в полупространство, содержащее про-

пущенный центр грани c′
i−1

. Обозначим множество всех таких век-

торов, полученных при всевозможных выборах флагов и номеров

пропущенных граней i, через Φ.

Лемма .. 1. Множество Φ является системой корней, т. е. удо-

влетворяет обеим аксиомам из определения ..

2. Группа отражений W, построенная по системе корней Φ, сов-

падает с группой Sym M.

Доказательство.

Задача .. Докажите п.  самостоятельно.

2. Группа W порождена отражениями sα при всех α∈Φ. Из преды-

дущего пункта мы знаем, что построенная так система образующих

s1, …, sn группы Sym M лежит в W ; значит, Sym M ⊂W . С другой

стороны, любое из рассматриваемых отражений сохраняет много-

гранник M , поэтому W⊂Sym M .

Пусть, как и прежде, ci –– центры граней нашего фиксированно-

го флага (F0, …, Fn). Обозначим через βi единичный вектор, перпен-

дикулярный гиперплоскости, проходящей через все c j при j 6= i− 1

и лежащий в том же полупространстве, что и ci−1.

Лемма .. {β1, …, βn} есть система простых корней для си-

стемы корней Φ.

Доказательство. Пусть H+i –– полупространство, ограниченное

гиперплоскостью Hi и содержащее вектор βi (или, что то же самое,

точку ci−1). Рассмотрим фундаментальный конус

D =

n⋂

i=1

H+
i

.

По определению D есть конус, двойственный к конусу, порож-

денному векторами β1, …, βn. Можно убедиться (проверьте это!),

что Int D не пересекается ни с какой из гиперплоскостей Hα при

произвольном α∈Φ. Тогда утверждение леммы следует из п.  пред-

ложения ..

Упражнение .. Докажите, что D является фундаментальной

областью для группы Sym M .

Итак, мы доказали теорему о классификации групп симметрий

правильных многогранников, заявленную в начале этого пункта.

Теорема .. Группа симметрий Sym M правильного многогран-

ника M является группой отражений. Ее граф Кокстера линеен (т. е.
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не содержит вершин степени 3) и связен. Числовая отметка на реб-

ре графа Кокстера, соединяющем вершины i и i + 1, равна pi, где

(p1, …, pn−1) –– символ Шлефли многогранника M.

Все возможные группы симметрий правильных многогранников

представлены в следующей таблице. Там, где это возможно, мы так-

же приводим описание этих групп.

Тип Граф Кокстера |Sym M | Sym M

An • • … • • (n+1)! симметрическая группа Sn+1

Bn • • … • 4 • 2n ·n! Zn
2⋊Sn

F4 • • 4 • • 1152=27 ·32

H3 • • 5 • 120=23 ·3 ·5 Z2×A5

H4 • • • 5 • 14400=26 ·32 ·52

I2(m) • m • 2m группа симметрий

m-угольника

.. Построение правильного многогранника

по его группе симметрий

В предыдущей части этой лекции мы решали следующую задачу:

как описать группу симметрий Sym M для заданного правильного

многогранника M? Сейчас мы займемся обратной задачей, а имен-

но, будем восстанавливать правильный многогранник по его группе

симметрий.

Пусть M –– правильный многогранник, (F0, …, Fn) –– некоторый

его флаг. По этим данным мы построили фундаментальный конус D

многогранника M и доказали, что он является замыканием неко-

торой камеры Вейля группы Sym M . При этом M однозначно опре-

деляется точками c0, …, cn−1, лежащими на ребрах конуса D, –– эти

точки являются центрами граней Fi выбранного флага. Тем самым

ребра фундаментального конуса оказываются пронумерованными.

Далее, гипергрань Fn−1 проходит через все точки c0, …, cn−1 и пер-

пендикулярна прямой cn−1cn. Таким образом, по фундаментально-

му конусу D с пронумерованными ребрами многогранник M вос-
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Рис. . Восстановление куба по его фундаментальному конусу

станавливается однозначно с точностью до подобия (отвечающего

выбору точки cn−1 на соответствующем ребре).

Точка cn−1 выбирается на ребре фундаментального конуса, отве-

чающем висячей вершине графа Кокстера. Таких вершин две. Поэто-

му при задании правильного многогранника графом Кокстера суще-

ственную роль играет его ориентация –– указание того, какая висячая

вершина отвечает первому отражению s1, а какая –– последнему sn.

Определение .. Линейный связный граф Кокстера, в кото-

ром одна из висячих вершин объявлена началом, а другая –– кон-

цом, называется ориентированным.

Теорема .. Каждый ориентированный линейный связный граф

Кокстера соответствует ровно одному правильному многограннику

(с точностью до подобия). Символ Шлефли этого многогранника

равен последовательности отметок на ребрах данного графа Кокс-

тера, прочитанной начиная с начальной вершины.

Доказательство. Сначала докажем существование такого мно-

гогранника. Рассмотрим систему корней Φ, соответствующую за-

данному графу Кокстера. Пусть W –– соответствующая группа отра-

жений, β1, …, βn –– система простых корней в Φ, а D –– конус, двой-

ственный к конусу, порожденному простыми корнями. Рассмотрим

ребро r конуса D, полученное как пересечение всех гиперплоско-

стей Hi отражений относительно βi при 1 ¶ i ¶ n − 1 (т. е. гипер-

плоскостей всех простых отражений, кроме последнего). Пусть Π ––

аффинная гиперплоскость корней, перпендикулярная этому ребру,
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Рис. . Восстановление октаэдра по его фундаментальному конусу

а Π− –– полупространство с границей Π, содержащее вершину кону-

са D. Возьмем все полупространства, получаемые из Π− действием

элементов из W , и рассмотрим множество

M =
⋂

w∈W

w ·Π−.

Это многогранник, группой симметрий которого является W . Те-

перь осталось убедиться, что W транзитивно действует на флагах

многогранника M . Это напрямую следует из равенства

M = W · (Π−∩D).

Упражнение .. Докажите это равенство.

Указание. Воспользуйтесь леммой ..

Утверждение о символе Шлефли следует из конструкции систе-

мы образующих группы W , описанной в п. ..

Теперь докажем единственность такого многогранника. Как мы

видели выше, M=W ·C, где C –– симплекс, полученный в результате

пересечения фундаментального конуса D с полупространством Π−,

перпендикулярным его заданному ребру. Ясно, что все такие сим-

плексы подобны, следовательно, подобны и получаемые из них мно-

гогранники.

При изменении ориентации графа Кокстера многогранник пере-

ходит в двойственный. Таким образом, несимметричные линейные
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связные графы Кокстера (Bn, H3, H4) соответствуют парам двой-

ственных многогранников, а симметричные (An, F4, I2(m)) –– са-

модвойственным многогранникам.

Итак, мы получили полную классификацию правильных много-

гранников. Ее можно сформулировать следующим образом.

Теорема .. В пространстве произвольной размерности суще-

ствуют три правильных многогранника, символы Шлефли которых

равны (3, …, 3), (4, 3, …, 3) и (3, …, 3, 4) соответственно (их мы

будем называть регулярными). Кроме того, в малых размерностях

имеются следующие исключительные многогранники.

Случай n=2: правильный m-угольник, соответствующий симво-

лу Шлефли (m), с группой симметрий типа I2(m).

Случай n= 3: правильные додекаэдр и икосаэдр, соответствую-

щие символам Шлефли (5, 3) и (3, 5); их группа симметрий имеет

тип H3.

Случай n= 4: один самодвойственный многогранник с символом

Шлефли (3, 4, 3) и группой симметрий типа F4 и два двойственных

друг другу многогранника с символами Шлефли (5, 3, 3) и (3, 3, 5)

и группой симметрий типа H4.

Построим явно три регулярных правильных многогранника в Rn.

Определение .. 1. Рассмотрим в Rn+1 набор из n+ 1 точки

с координатами (0, …, 0, 1, 0, …, 0) (одна координата равна едини-

це, остальные –– нули). Выпуклая оболочка этих точек есть n-мер-

ный многогранник, лежащий в плоскости
∑n+1

i=1
xi= 1. Этот много-

гранник называется n-мерным симплексом.

2. Рассмотрим вRn набор из 2n точек с координатами (±1, …, ±1)

при всевозможных выборах знаков. Выпуклая оболочка этих точек

называется n-мерным кубом.

3. Рассмотрим в Rn набор из 2n точек вида (0, …, 0, ±1, 0, …, 0).

Их выпуклая оболочка называется n-мерным кокубом.

Задача .. Докажите, что симплекс, куб и кокуб –– регулярные

правильные многогранники, перечисленные в теореме ..

.. Подсчет числа граней у правильных

многогранников

Итак, мы перечислили все правильные многогранники. В этом

пункте мы вычислим количество граней каждой размерности у каж-

дого из них. Для удобства введем следующее обозначение.
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Определение .. Назовем f -вектором n-мерного многогран-

ника M вектор

f (M) = ( f0, …, fn−1) ∈ Zn
+

,

где значение fi = fi(M) равно количеству i-мерных граней данного

многогранника.

Если M –– правильный многогранник, то группа Sym M транзи-

тивно действует на гранях: любую грань можно перевести в любую

другую грань той же размерности. Поэтому количество i-мерных

граней равняется порядку группы Sym M , деленному на порядок

стабилизатора (Sym M)Fi
данной i-мерной грани Fi.

Следующее предложение позволяет нам описать стабилизаторы

i-мерных граней.

Предложение .. Пусть (F0, …, Fn) –– флаг в M , а s1, …, sn ––

связанная с ним система образующих группы Sym M , описанная

в п. .. Стабилизатор (Sym M)Fi
грани Fi есть подгруппа в Sym M ,

порожденная n − 1 отражением s1, …, dsi+1, …, sn. Таким образом,

(Sym M)Fi
также является группой отражений; ее граф Кокстера

получается из графа Кокстера группы Sym M удалением (i + 1)-й

вершины.

Доказательство. В п. . мы видели, что плоскость Hi+1 отра-

жения si+1 содержит грани с номерами, не превосходящими i− 1,

и перпендикулярна всем граням с номерами i + 1 и выше. Таким

образом,

si+1(F j) = F j при j 6= i.

Напротив, грань Fi переводится отражением si+1 в другую грань,

а именно, в смежную с Fi по ребру Fi−1. Следовательно,

(Sym M)Fi
= 〈s1, …, dsi+1, …, sn〉.

Оставшиеся утверждения получаются отсюда автоматически.

Это предложение позволяет нам вычислить количество граней

каждой размерности у всех правильных многогранников.

Пример .. Вычислим количество i-мерных граней у правиль-

ного n-мерного симплекса. Его группа симметрий Sym M есть груп-

па отражений типа An. Согласно предложению, (Sym M)Fi
есть груп-

па отражений, граф Кокстера которой получается удалением (i+1)-й

вершины из графа Кокстера Sym M , т. е. An.

• • … • × • … •   • • … • • … •
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Этот граф состоит из двух связных компонент: Ai и An−i−1. Значит,

|(Sym M)Fi
| = (i+1)!(n− i)!

(чтобы учесть случаи i= 0 и i = n− 1, будем считать, что A0 есть

пустой граф; напомним, что 0!= 1, так что эти случаи не требуют

дополнительного рассмотрения).

Следовательно, количество i-мерных ребер у правильного сим-

плекса равно

fi =
|Sym M|
|(Sym M)Fi

| =
(n+1)!

(i+1)!(n− i)!
= C i+1

n+1
.

Пример .. Теперь рассмотрим n-мерный куб. Ему соответ-

ствует ориентированный граф Кокстера Bn, в котором в качестве

начальной вершины отмечена вершина при ребре с отметкой .

Стабилизатор i-мерной грани есть группа отражений, соответству-

ющая графу Bn, из которого удалена вершина с номером i+1. Сле-

довательно, граф Кокстера группы (Sym M)Fi
равен

An−1 при i = 0;

A1⊔ An−2 при i = 1;

Bi⊔ An−i−1 при i ¾ 2.

Зная, что порядки групп отражений типа Ak и Bk равны (k+1)!

и 2k · k! соответственно, находим, что

|(Sym M)Fi
| = 2i · i! · (n− i)!,

откуда получаем количество i-мерных граней n-мерного куба:

fi(M) = 2n−iC i
n.

Количество i-мерных граней n-мерного кокуба –– многогранни-

ка, двойственного к кубу, –– равно количеству (n − i − 1)-мерных

граней куба, т. е. 2i+1C i+1
n .

Аналогичным образом можно найти f -векторы исключитель-

ных правильных многогранников, соответствующих графам Кокс-

тера F4, H3 и H4 (в последних двух случаях –– с обеими возможными

ориентациями). Полученные результаты можно представить в виде

таблицы на следующей странице.

Упражнение .. а) Проделайте самостоятельно вычисления

f -векторов для исключительных многогранников в размерностях 3

и 4.
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n Граф Кокстера Символ Шлефли f -вектор Многогранник

 • ∅ (2) отрезок

 • m • (m) (m, m) m-угольник

 • • • (3, 3) (4, 6, 4) тетраэдр

• 4 • • (4, 3) (8, 12, 6) куб

• • 4 • (3, 4) (6, 12, 8) октаэдр

• 5 • • (5, 3) (20, 30, 12) додекаэдр

• • 5 • (3, 5) (12, 30, 20) икосаэдр

 • • • • (3, 3, 3) (5, 10, 10, 5) симплекс

• 4 • • • (4, 3, 3) (16, 32, 24, 8) гиперкуб

• • • 4 • (3, 3, 4) (8, 24, 32, 16) гипероктаэдр

• • 4 • • (3, 4, 3) (24, 96, 96, 24) -гранник

• 5 • • • (5, 3, 3) (600, 1200, 720, 120) -гранник

• • • 5 • (3, 5, 3) (120, 720, 1200, 600) -гранник

n¾5 • • … • (3, …, 3) (…, C i+1
n+1

, …)0¶i<n симплекс

• 4 • … • (4, 3, …, 3) (…, 2n−i C i
n, …)0¶i<n куб

• … • 4 • (3, …, 3, 4) (…, 2i+1 C i+1
n , …)0¶i<n кокуб

б) Гиперграни исключительных правильных многогранников

размерности 4 являются правильными многогранниками размер-

ности 3. Докажите, что гиперграни 24-, 120- и 600-гранника суть

соответственно октаэдры, додекаэдры и тетраэдры.

В завершение предъявим без доказательства конструкции двух из

трех исключительных четырехмерных многогранников –– 24-гранни-

ка и 600-гранника (120-гранник будет получаться как двойствен-

ный к последнему). Оказывается, мы их уже встречали ранее, прав-

да, под другими именами.

Теорема .. 1. Пусть T⊂H∼=R4 –– бинарная группа тетраэдра.

Ее 24 элемента образуют множество вершин правильного 24-гран-

ника в R4.

2. Все 120 элементов бинарной группы икосаэдра I⊂H∼=R4 ле-

жат в вершинах правильного 600-гранника.
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