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1. Доказательство в интуиционистской
и классической логиках

Говоря о логике, необходимо помнить, что ни одна конкретная логическая си-
стема не в состоянии отразить богатство сущностей и закономерностей реаль-
ного мира. Таких систем существует довольно много, и каждая из них находит
своё применение. Например, знакомая всем со школы булева логика с взаимо-
исключаемыми понятиями истинности и лжи, обычно называемая классической
логикой, в системах управления базами данных уступает место троичной логике,
в которой появляется третье возможное значение — неизвестность. Это требу-
ет переопределения логических операций, таких как отрицание, конъюнкция и
дизъюнкция. Интересно, что определить их можно разными способами, поэтому
и троичных логик несколько. Есть темпоральные логики, в которых ведётся учёт
времени, а есть модальные — к примеру, с дополнительными понятиями необ-
ходимости, возможности и случайности.
Математическая логика позволяет математически, то есть формально изучать

как эти, так и многие другие логики. Она состоит из двух основных разделов —
теории доказательств и теории моделей. Часто говорят, что эти разделы отража-
ют синтаксис и семантику логических рассуждений. Если теориямоделейизучает
возможности перехода от языка логических утверждений (формул) к различным
математическим структурам (например, специальным алгебрам), то теория до-
казательств изучает способы отыскания и оперирования их доказательствами.
В этом курсе нас будет интересовать исключительно теория доказательств, по-
скольку именно она оказалась крайне близка к программированию.

1.1. Интуиционистская логика и BHK-интерпретация

Классическая логика основывается на том, что любое корректно сформулиро-
ванное утверждение является либо истинным, либо ложным— этот принцип на-
зывается законом исключённого третьего и коротко формулируется как «третье-
го не дано» или «tertium non datur» — то есть, каково бы ни было утверждение 𝑝,
либо само 𝑝, либо ¬𝑝 являются истинными, а значит, имеет место тавтология
𝑝∨¬𝑝. Эта тавтология неконструктивна в том смысле, что из её истинностиневоз-
можно выяснить, какая из альтернатив имеет место на самом деле. Логика, ко-
торая не признаёт рассуждения, основанные на законах такого рода, называется
интуиционистской, она полагается на необходимость существования возможно-
сти проверки всякого истинного утверждения: утверждение является истинным,
только если в этом можно убедиться непосредственно, построив его доказатель-
ство. Понятно, что в таких условиях закон исключённого третьего не может счи-
таться действительным.
Формулы в интуиционистской логике ничем не отличается от классического

варианта. Дадим соответствующее определение.

Определение. Пусть имеется бесконечное множество высказывательных пере-
менных. Определим множество формул Φ следующим:

∙ каждая переменная является формулой;
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∙ константа ⊥ (дно, противоречие) является формулой;

∙ если 𝜙, 𝜓 ∈ Φ, то (𝜙→ 𝜓), (𝜙 ∨ 𝜓), (𝜙 ∧ 𝜓) ∈ Φ.

Переменные и константа ⊥ называются атомарными формулами. Подформулой
формулы 𝜙 называется часть формулы 𝜙, также являющаяся формулой.

Это определение вводит несколько логических связок: импликацию (→), дизъ-
юнкцию (∨) и конъюнкцию (∧), остальные можно определить с их помощью сле-
дующим образом:

∙ символ ¬𝜙 обозначает 𝜙→ ⊥;

∙ символ ⊤ обозначает ⊥ → ⊥.

Язык формул допускает традиционные упрощения:

1. Внешние скобки всегда опускаются.

2. Импликация считается правоассоциативной, что позволяет всегда писать
𝜙→ 𝜓 → 𝜗 вместо 𝜙→ (𝜓 → 𝜗).

3. Отрицание имеет наибольший приоритет, импликация —наименьший, то-
гда как ∨ и ∧ находятся на одном уровне приоритета между ними. Таким
образом, когда мы пишем 𝑝 ∧ ¬𝑞 → 𝑟, то имеем в виду (𝑝 ∧ (¬𝑞)) → 𝑟.

Для того, чтобы придать смысл логическим связкам, нам придётся отказаться
от обычного в классической логике подхода к определениючерез таблицыистин-
ности. Вместо этогомыбудемобъяснятьихпосредствоминтерпретацииБрауэра—
Гейтинга—Колмогорова (BHK-интерпретации), которая определяет смысл связок
через понятие конструкции или построение доказательства. Для базовых связок
эта интерпретация выглядит следующим образом:

∙ конструкция 𝜙1 ∧ 𝜙2 состоит из конструкции 𝜙1 и конструкции 𝜙2;

∙ конструкция 𝜙1 ∨ 𝜙2 состоит из индикатора 𝑖 ∈ {1, 2} и конструкции 𝜙𝑖;

∙ конструкция𝜙1 → 𝜙2 этометодпреобразованиялюбойконструкции𝜙1 в кон-
струкцию 𝜙2;

∙ не существует конструкции для ⊥.

Теперь можно понять, почему отрицание ¬𝜙 было определено как 𝜙→ ⊥: кон-
струкция ¬𝜙— это способ преобразовать любую конструкцию 𝜙 в заведомо несу-
ществующуюконструкцию⊥, отсюда следуетневозможность существованиякон-
струкции 𝜙. Иными словами ¬𝜙 утверждает, что предположение об истинности 𝜙
приводит к абсурду.
Посмотрим на несколько примеров истинных формул интуиционистских фор-

мул, имеющих BHK-интерпретацию:

∙ ⊥ → 𝑝 — мы считаем, что существует способ преобразования любой кон-
струкции ⊥ в конструкцию для 𝑝 на том основании, что конструкций ⊥ не
существует;

3



Соответствие Карри—Ховарда: от матлогики к программированию и обратно

∙ 𝑝→ 𝑞 → 𝑝—берёмпроизвольнуюконструкцию 𝑝и строимконструкцию 𝑞 →
𝑝 так, чтобы она всегда возвращала конструкцию 𝑝, отбрасывая переданную
ей конструкцию 𝑞;

∙ 𝑝 → ¬¬𝑝 — эта формула в соответствии с нашими обозначениями есть то
же самое, что и 𝑝 → ((𝑝 → ⊥) → ⊥), то есть по заданной конструкции 𝑝 мы
строим конструкцию, которая преобразует конструкцию 𝑝 → ⊥ в конструк-
цию ⊥, для этого мы используем метод из конструкции 𝑝 → ⊥, применив
его к заданной конструкции 𝑝, и получаем конструкцию ⊥.

Ясно, что все эти формулы являются тавтологиями классической логики, одна-
ко не верно, что любая тавтология классической логики будет истинной в соот-
ветствии с BHK-интерпретацией. Рассмотрим, к примеру, формулу

¬¬𝑝→ 𝑝 ≡ ((𝑝→ ⊥) → ⊥) → ⊥.

Для того, чтобы построить конструкцию ⊥ (из правой части внешней имплика-
ции), нам необходимо воспользоваться имеющейся конструкцией (𝑝 → ⊥) → ⊥.
Для этого, в свою очередь, необходимо взять конструкцию 𝑝 → ⊥, преобразую-
щую любую конструкцию произвольной высказывательной переменной 𝑝 в кон-
струкцию для ⊥. Ясно, что такой конструкции не существует, поэтому и взять её
неоткуда. Таким образом, хотя 𝑝 → ¬¬𝑝 является тавтологией в интуиционист-
ском смысле, обратная к нейформула¬¬𝑝→ 𝑝 таковой не будет. Это, в частности,
означает, что в интуиционистской логике не действует закон двойного отрицания.
В упражнениях можно найти и другие примеры классических тавтологий, кото-
рые не являются истинными в интуиционистском смысле.

1.2. Теория естественного вывода (natural deduction)

Описанияконструкцийформул, которыемывиделидо сихпор, являлисьнефор-
мальными, теперь же мы построим формальную систему доказательств, которая
называется теорией естественного вывода (natural deduction). Эта система прида-
ёт формальный вид правилам BHK-интерпретации.

Определение. Суждением называется пара Γ ⊢ 𝜙 («Γ доказывает 𝜙»), состояю-
щая из конечного множества формул (контекста) Γ и формулы 𝜙.

Призаписи суждениймыбудемизбегать явныхтеоретико-множественныхобо-
значений в контекстах (слева от знака ⊢), придерживаясь нескольких удобных со-
кращений:

∙ 𝜙, 𝜓 ⊢ 𝜗 вместо {𝜙, 𝜓} ⊢ 𝜗;

∙ Γ,∆ вместо Γ ∪ ∆;

∙ Γ, 𝜙 вместо Γ ∪ {𝜙};

∙ ⊢ 𝜙 вместо ∅ ⊢ 𝜙.

Определение. Доказательством (выводом) суждения Γ ⊢ 𝜙 называется конечное
дерево суждений, удовлетворяющее следующим условиям:
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Γ, 𝜙 ⊢ 𝜙 (Ax)

Γ, 𝜙 ⊢ 𝜓
(→I)

Γ ⊢ 𝜙→ 𝜓

Γ ⊢ 𝜙→ 𝜓 Γ ⊢ 𝜙
(→E)

Γ ⊢ 𝜓
Γ ⊢ 𝜙 Γ ⊢ 𝜓

(∧I)
Γ ⊢ 𝜙 ∧ 𝜓

Γ ⊢ 𝜙 ∧ 𝜓
(∧E1)

Γ ⊢ 𝜙
Γ ⊢ 𝜙 ∧ 𝜓

(∧E2)
Γ ⊢ 𝜓

Γ ⊢ 𝜙
(∨I1)

Γ ⊢ 𝜙 ∨ 𝜓
Γ ⊢ 𝜓

(∨I2)
Γ ⊢ 𝜙 ∨ 𝜓

Γ ⊢ 𝜙 ∨ 𝜓 Γ, 𝜙 ⊢ 𝜗 Γ, 𝜓 ⊢ 𝜗
(∨E)

Γ ⊢ 𝜗
Γ ⊢ ⊥

(⊥E)
Γ ⊢ 𝜙

Рис. 1: интуиционистский естественный вывод.

∙ корнем дерева является суждение Γ ⊢ 𝜙;

∙ все листья дерева являются аксиомами, то есть суждениями вида Γ, 𝜙 ⊢ 𝜙;

∙ каждое суждение в родительском узле дерева получено из дочерних с помощью
одного из правил вывода на рис. 1.

Если дерево вывода для суждения Γ ⊢ 𝜙 существует, то суждение называется дока-
зуемым (выводимым).

Определение. Формула 𝜙 называется теоремой, если доказуемо суждение ⊢ 𝜙.

Система построения доказательств на рис. 1 содержит схему аксиомы, поме-
ченную (Ax), и набор правил для логических связок. Правила делятся на два вида:
правила введения (помечены буквой I от англ. introduction) и правила удаления
(помечены буквой E от англ. elimination). Правила введения сообщают о том, как
доказыватьформулу, содержащуюсоответствующуюлогическую связку, а прави-
ла удаления позволяют воспользоваться формулой со связкой для доказывания
одного из её компонентов. Например, правило (∧I) утверждает, что для доказа-
тельства конъюнкциинеобходимопредъявитьдоказательство каждогоиз её ком-
понентов. Если же имеется доказательство конъюнкции, то им можно восполь-
зоваться для извлечения из него доказательств компонентов — для этого нужны
два правила удаления (∧E1) и (∧E2).
Обратите внимание на то, что эти правила вывода фактически повторяют пра-

вила BHK-интерпретации, только конструкции, о которых говорилось ранее, за-
меняются теперь на доказательства. Верхняя часть (посылка) Γ, 𝜙 ⊢ 𝜓 правила
(→ I) может трактоваться как возможность вывести доказательство 𝜓 из Γ при
условии, что дано доказательство 𝜙 — этого достаточно для доказательства им-
пликации. Та же идея используется в правиле (→E): мы пользуемся доказатель-
ством 𝜙→ 𝜓, преобразуя доказательство 𝜙 в доказательство 𝜓.
Интерес представляет правило (⊥𝐸), поскольку у него нет соответствующего

правила введения: действительно, доказательства ⊥ не существует (сконструи-
ровать ⊥ невозможно). Это правило ещё называется ex falso, оно позволяет вы-
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вести любую формулу в контексте Γ, если перед этим в том же контексте выведе-
но ⊥. Контекст, в котором это возможно, представить нетрудно, например:

𝜓,¬𝜓 ⊢ ⊥.

Рассмотрим несколько примеров деревьев вывода. Вот, к примеру, доказатель-
ство теоремы 𝜙→ 𝜙:

𝜙 ⊢ 𝜙
(→I)

⊢ 𝜙→ 𝜙

А вот доказательство теоремы 𝑝 → 𝑞 → 𝑝, для которой мы словами описывали
BHK-интерпретацию:

𝑝, 𝑞 ⊢ 𝑝
(→I)

𝑝 ⊢ 𝑞 → 𝑝
(→I)

⊢ 𝑝→ 𝑞 → 𝑝

Полезно сравнить это доказательство с BHK-интерпретацией и убедиться, что
они тесно между собой связаны (при этом доказательство удобнее читать сни-
зу вверх).
Приведём ещё одинпример, доказательство теоремыпосложнее, в котороммы

используем сокращение Γ = {𝜙→ (𝜓 → 𝜗), 𝜙→ 𝜓, 𝜙}:

Γ ⊢ 𝜙→ (𝜓 → 𝜗) Γ ⊢ 𝜙
(→E)

Γ ⊢ 𝜓 → 𝜗

Γ ⊢ 𝜙→ 𝜓 Γ ⊢ 𝜙
(→E)

Γ ⊢ 𝜓
(→E)

Γ ⊢ 𝜗
(→I)

𝜙→ (𝜓 → 𝜗), 𝜙→ 𝜓 ⊢ 𝜙→ 𝜗
(→I)

𝜙→ (𝜓 → 𝜗) ⊢ (𝜙→ 𝜓) → (𝜙→ 𝜗)
(→I)

⊢ (𝜙→ (𝜓 → 𝜗)) → (𝜙→ 𝜓) → (𝜙→ 𝜗)

Следующая лемма является техническим результатом, упрощающим постро-
ение доказательств. Она позволяет ослаблять (загрублять) суждения, добавляя
в контексты произвольные гипотезы, и выполнять подстановку формул вместо
высказывательных переменных. Подстановку формулы𝜓 вместо всех вхождений
высказывательной переменной 𝑝 мы будем обозначать символом [𝜓/𝑝] (читается
«𝜓 вместо 𝑝»).

Лемма. Интуиционистское исчисление высказываний замкнутоотносительно опе-
раций ослабления и подстановки, то есть из доказуемости суждения Γ ⊢ 𝜙 следует
доказуемость суждений Γ, 𝜓 ⊢ 𝜙 (ослабление) и [𝜓/𝑝]Γ ⊢ [𝜓/𝑝]𝜙 (подстановка).

Доказательство этой леммы выполняется индукцией по размеру дерева выво-
да: сначала необходимо убедиться, что соответствующий результат имеет место
для аксиом (базовый случай), после чего при доказательстве индуктивного пере-
хода проверяется его сохранение в случае применения каждого из правил выво-
да. Удобнее всего этой леммой пользоваться, считая, что она даёт нам пару до-
полнительных правил вывода:

Γ ⊢ 𝜙
Γ, 𝜓 ⊢ 𝜙

Γ ⊢ 𝜙
[𝜓/𝑝]Γ ⊢ [𝜓/𝑝]𝜙
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Обратите внимание на то, что все логические связки входят в правила вывода
(то есть в определение теории) независимо друг от друга. Это позволяет рассмат-
ривать фрагменты теории, ограниченные набором связок. В полном случае мы
имеем→, ∧, ∨ и ⊥, но при желании можем ограничиться→, ∧ и ∨ (позитивный
фрагмент) или даже только→ (импликативный фрагмент). Можно доказать, что
если некоторая формула, содержащая только импликацию, доказуема в полной
теории естественного вывода, то она же доказуема и в её импликативном фраг-
менте, то есть с применением аксиом и двух правил введения и удаления для
импликации. Это свойство называется консервативностью теории.

1.3. Особенности классической логики и вложение
Колмогорова

Классическая логика отличается от интуиционистской в первую очередь дока-
зуемостью следующих высказываний:

∙ Закон исключённого третьего: 𝜙 ∨ ¬𝜙.

∙ Закон двойного отрицания: ¬¬𝜙→ 𝜙.

∙ Закон Пирса: ((𝜙→ 𝜓) → 𝜙) → 𝜙.

∙ Приведение к абсурду: (¬𝜙→ 𝜙) → 𝜙.

Чтобы получить теорию естественного вывода для случая классической логики
достаточно, например, заменить правило ex falso

Γ ⊢ ⊥
(⊥E)

Γ ⊢ 𝜙

на правило удаления двойного отрицания:

Γ,¬𝜙 ⊢ ⊥
(¬E)

Γ ⊢ 𝜙 .

Покажем, как в новой системе можно вывести закон Пирса ((𝜙 → 𝜓) → 𝜙) → 𝜙
(не забывайте, что ¬𝜙 определено как 𝜙→ ⊥). Положим Γ = {(𝜙→ 𝜓) → 𝜙}.

Γ,¬𝜙 ⊢ ¬𝜙
Γ,¬𝜙 ⊢ (𝜙→ 𝜓) → 𝜙

Γ,¬𝜙, 𝜙,¬𝜓 ⊢ ¬𝜙 Γ,¬𝜙, 𝜙,¬𝜓 ⊢ 𝜙
(→E)

Γ,¬𝜙, 𝜙,¬𝜓 ⊢ ⊥
(¬E)

Γ,¬𝜙, 𝜙 ⊢ 𝜓
(→I)

Γ,¬𝜙 ⊢ 𝜙→ 𝜓
(→E)

Γ,¬𝜙 ⊢ 𝜙
(→E)

Γ,¬𝜙 ⊢ ⊥
(¬E)

Γ ⊢ 𝜙
(→I)

⊢ ((𝜙→ 𝜓) → 𝜙) → 𝜙

Обратите внимание, что в этом выводе используются правила для импликации
и добавленное правило удаления двойного отрицания (причём дважды), именно
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Γ, 𝜙 ⊢ 𝜙 (Ax)

Γ, 𝜙 ⊢ 𝜓
(→I)

Γ ⊢ 𝜙→ 𝜓

Γ ⊢ 𝜙→ 𝜓 Γ ⊢ 𝜙
(→E)

Γ ⊢ 𝜓
Γ ⊢ 𝜙 Γ ⊢ 𝜓

(∧I)
Γ ⊢ 𝜙 ∧ 𝜓

Γ ⊢ 𝜙 ∧ 𝜓
(∧E1)

Γ ⊢ 𝜙
Γ ⊢ 𝜙 ∧ 𝜓

(∧E2)
Γ ⊢ 𝜓

Γ ⊢ 𝜙
(∨I1)

Γ ⊢ 𝜙 ∨ 𝜓
Γ ⊢ 𝜓

(∨I2)
Γ ⊢ 𝜙 ∨ 𝜓

Γ ⊢ 𝜙 ∨ 𝜓 Γ, 𝜙 ⊢ 𝜗 Γ, 𝜓 ⊢ 𝜗
(∨E)

Γ ⊢ 𝜗
Γ,¬𝜙 ⊢ ⊥

(¬E)
Γ ⊢ 𝜙

Рис. 2: классический естественный вывод.

оно делает возможным этот вывод, в импликативном фрагменте теории есте-
ственного вывода (без отрицания) он невозможен.
Имеет место теорема о полноте классического естественного вывода.

Теорема. Формула классического исчисления высказываний является доказуема от-
носительно правил на рис. 2 тогда и только тогда, когда она является классической
тавтологией.

Имея две логические системы, классическую и интуиционистскую, можно изу-
чать вопрос об их соотношении. Мы рассмотрим одно из возможных вложений
классической логики в интуиционистскую, а именно вложение Колмогорова, по-
скольку, как мы позже увидим, оно имеет важную вычислительную интерпрета-
цию.

Определение. Пусть 𝛼 пробегает всё множество атомарных высказываний, а 𝜙
и 𝜓 — произвольные формулы. Вложение Колмогорова 𝑘 определяется следующими
правилами:

𝑘(𝛼) = ¬¬𝛼;

𝑘(𝜙 ∘ 𝜓) = ¬¬(𝑘(𝜙) ∘ 𝑘(𝜓)), где ∘ ∈ {→,∧,∨}.

Основным результатом здесь является следующая теорема о вложении Колмо-
горова.

Теорема. Формулы 𝜙 → 𝑘(𝜙) и 𝑘(𝜙) → 𝜙 являются классическими тавтологиями.
Формула 𝜙 является классической тавтологией тогда и только тогда, когда фор-
мула 𝑘(𝜙) доказуема в интуиционистской логике.

1.4. Нормализация доказательств и исчисление секвенций

Логическая система с правилами введения и удаления подвержена проблеме
неединственности доказательства: мы всегда можем вводить и удалять одну и ту

8



В.Н. Брагилевский (ЛШСМ–2017)

же связку сколько угодно раз. Давайте, к примеру, докажем формулу 𝑞 → 𝑝→ 𝑝:

𝑝 ⊢ 𝑝
(→I)

⊢ 𝑝→ 𝑝

𝑝→ 𝑝, 𝑞 ⊢ 𝑝→ 𝑝
(→I)

𝑝→ 𝑝 ⊢ 𝑞 → 𝑝→ 𝑝
(→I)

⊢ (𝑝→ 𝑝) → 𝑞 → 𝑝→ 𝑝
(→E)

⊢ 𝑞 → 𝑝→ 𝑝

Это совершенно законное доказательство, хотя и несколько неэффективное: мы
удаляем только что введённую импликацию. Посколько 𝑝 → 𝑝 может быть дока-
зана, то нам незачем строить импликацию с соответствующей посылкой, чтобы
сразу её удалить. Вместо этого мы можем непосредственно воспользоваться его
доказательством. Приведём шаблон доказательства такого рода:

Γ ⊢ 𝜙
Γ, 𝜙 ⊢ 𝜓

(→I)
Γ ⊢ 𝜙→ 𝜓

(→E)
Γ ⊢ 𝜓

Мы можем преобразовать наше доказательство 𝑞 → 𝑝 → 𝑝 так, чтобы оно имело
более простую форму, а именно:

𝑞, 𝑝 ⊢ 𝑝
(→I)

𝑞 ⊢ 𝑝→ 𝑝
(→I)

⊢ 𝑞 → 𝑝→ 𝑝

По сути мы получили нечто вроде

Γ ⊢ 𝜙
...

Γ ⊢ 𝜓

Таким образом, доказательства в естественном выводе можно преобразовывать
в некоторую более простую форму, этот процесс называется нормализацией до-
казательств. Для его исследования Гентцен разработал ещё один формализм —
исчисление секвенций, которое к тому же облегчает построение доказательств
за счёт более жёстких принципов выбора правил вывода. В исчислении секвен-
ций нет правил удаления, вместо них использются правила введения связок сле-
ва от знака ⊢. Вся неэффективность по типу расмотренного только что примера
концентрируется в специальном правиле сечения (cut), при этом нормализация
доказательства сводится к удалению всех случаев его использования. Мы не бу-
дем углубляться далее в исчисление секвенций, хотя в теории доказательств оно
имеет важнейшее значение.
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1.5. Упражнения

Упражнение 1. Постарайтесь найти конструкции (в BHK-интерпретации) для
следующих формул (не для всех формул такие конструкции возможны):

(1) ⊥ → 𝑝;

(2) 𝑝→ 𝑞 → 𝑝;

(3) 𝑝 ∨ ¬𝑝;

(4) (¬𝑞 → ¬𝑝) → (𝑝→ 𝑞);

(5) (𝑝→ 𝑞 → 𝑟) → (𝑝→ 𝑞) → 𝑝→ 𝑟;

(6) 𝑝→ ¬¬𝑝;

(7) (𝑝 ∨ 𝑞 → 𝑝) ∨ (𝑝 ∨ 𝑞 → 𝑞);

(8) (¬¬𝑝→ 𝑝) → 𝑝 ∨ ¬𝑝;

(9) ¬¬¬𝑝→ ¬𝑝;

(10) (𝑝→ 𝑞) → (¬𝑞 → ¬𝑝);

(11) ¬(𝑝 ∨ 𝑞) ↔ (¬𝑝 ∧ ¬𝑞);

(12) ((𝑝↔ 𝑞) ↔ 𝑟) ↔ (𝑝↔ (𝑞 ↔ 𝑟));

(13) ((𝑝 ∧ 𝑞) → 𝑟) ↔ (𝑝→ (𝑞 → 𝑟));

(14) ¬¬(𝑝 ∨ ¬𝑝);

(15) (𝑝 ∨ ¬𝑝) → ¬¬𝑝→ 𝑝;

(16) ((𝑝→ 𝑞) → 𝑝) → 𝑝;

(17) ¬¬𝑝→ 𝑝;

(18) ¬(𝑝 ∧ 𝑞) ↔ (¬𝑝 ∨ ¬𝑞);

(19) (𝑝→ 𝑞) → (¬𝑝→ 𝑞) → 𝑞;

(20) (𝑝→ 𝑞) ↔ (¬𝑝 ∨ 𝑞).

Постройте доказательства всех утверждений средствами естественного вывода
в некоторой логической системе (интуиционистской, там, где это возможно, или
классической). Примечание: 𝜙↔ 𝜓 ≡ (𝜙→ 𝜓) ∧ (𝜓 → 𝜙).
Упражнение 2. Докажите лемму о замкнутости интуиционистского исчисле-

ния высказываний относительно ослабления и подстановки.
Упражнение 3. Докажите, что правило (¬𝐸) классического естественного вы-

вода можно заменить на любое из правил

Γ ⊢ ¬¬𝜙
(¬E1)

Γ ⊢ 𝜙 или Γ ⊢ ¬¬𝜙→ 𝜙(¬E2).

без изменения множества выводимых суждений.
Упражнение 4. Ужасный король приказал бедному пастуху: «Принеси мне фи-

лософский камень или же найди способ превратить философский камень в золо-
то. Если не справишься, то завтра твоя голова слетит с плеч». Прокомментируйте
дальнейшую судьбу бедного пастуха в различных логических системах.
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2. Программирование в 𝜆-исчислении

2.1. Синтаксис 𝜆-исчисления

Мы начнём с индуктивного определения множества 𝜆-термов.

Определение. Пусть задано счётное множество переменных 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . . . Мно-
жество выражений, называемых 𝜆-термами, определяется с помощью следующих
трёх условий:

∙ Все переменные являются 𝜆-термами.
∙ Если𝑀 и 𝑁 — произвольные 𝜆-термы, то (𝑀𝑁) — 𝜆-терм, называемый при-
менением (application).

∙ Если 𝑥 — переменная, а 𝑀 — произвольный 𝜆-терм, то (𝜆𝑥 .𝑀) — 𝜆-терм,
называемый абстракцией (abstraction).

Введённым понятиям можно придать техническую (программистскую) интер-
претацию. Так, можно считать, что 𝜆-абстракция обозначает функцию одной пе-
ременной, причём переменная, указанная после символа 𝜆, является еёформаль-
ным параметром. При таком подходе применение 𝑀𝑁 означает вызов функции
𝑀 с передачей ей в качестве фактического параметра выражения 𝑁 , при этом
используется бесскобочная запись в отличие от более традиционного 𝑓(𝑥).
В качестве переменных всюду далее будем использовать буквы 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑠, 𝑡, 𝑢, 𝑣

или 𝑤 с индексами и без, а прописными латинскими буквами𝑀 , 𝑁 , 𝑃 и 𝑄 будем
обозначать произвольные 𝜆-термы.
Рассмотрим примеры 𝜆-термов, построенных в соответствии с данным выше

определением:

(1) 𝑥

(2) (𝑥𝑦)

(3) (𝜆𝑥 . 𝑥)

(4) ((𝜆𝑥 . 𝑦) 𝑡)

(5) (𝜆𝑥 . 𝑦)

(6) (𝜆𝑥 . (𝜆𝑦 . (𝑥𝑦)))

(7) ((𝜆𝑥 . (𝜆𝑥 . (𝑥𝑢)))(𝜆𝑥 . 𝑣))

Здесь терм (1) это просто переменная, терм (2) представляет собойприменение
переменной 𝑥 к переменной 𝑦 (заметьте, что в определении не требуется, чтобы
слева в применении стоялафункция), терм (3) можно трактовать как тождествен-
ную функцию (тело «функции» совпадает с формальным параметром), а терм (5)
— как константную (её значение всегда равно 𝑦 независимо от значения аргумен-
та 𝑥). Терм (7) — это применение одной абстракции к другой; здесь можно обра-
тить внимание на многократное использование переменной 𝑥 в 𝜆-абстракциях,
наше определение этому не препятствует, хотя при понимании таких выражений
возможны определённые трудности.
Заметим, что сам символ 𝜆и выражение 𝜆𝑥 . термамине являются, они исполь-

зуются только как фрагменты 𝜆-абстракции.
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Упрощая запись термов, примем соглашение о том, что в выражениях с 𝜆-тер-
мами можно опускать все внешние скобки, а также некоторые внутренние, счи-
тая, что:

∙ применение является левоассоциативным, то есть выражение𝑀𝑁𝑃 пони-
мается как ((𝑀𝑁)𝑃 );

∙ абстракция является правоассоциативной, причём символ 𝜆 распространя-
ется намаксимально большое выражение, то есть терм 𝜆𝑥 .𝑀𝑁 соответству-
ет терму (𝜆𝑥 . (𝑀𝑁)), а терм 𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 . 𝜆𝑧 .𝑀 означает (𝜆𝑥 . (𝜆𝑦 . (𝜆𝑧 .𝑀))).

Мы также иногда будем записывать вложенные 𝜆-абстракции с одним симво-
лом 𝜆, например, 𝜆𝑥𝑦 . 𝑥𝑦, понимая под этим 𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 . 𝑥𝑦. Теперь приведённые вы-
ше примеры можно переписать следующим образом:

𝑥 𝑥

(𝑥𝑦) 𝑥𝑦

(𝜆𝑥 . 𝑥) 𝜆𝑥 . 𝑥

((𝜆𝑥 . 𝑦) 𝑡) (𝜆𝑥 . 𝑦) 𝑡

(𝜆𝑥 . 𝑦) 𝜆𝑥 . 𝑦

(𝜆𝑥 . (𝜆𝑦 . (𝑥𝑦))) 𝜆𝑥𝑦 . 𝑥𝑦

((𝜆𝑥 . (𝜆𝑥 . (𝑥𝑢)))(𝜆𝑥 . 𝑣)) (𝜆𝑥 . 𝜆𝑥 . 𝑥𝑢) (𝜆𝑥 . 𝑣)

Скобки отражают структуру терма, которая на самом деле определяется после-
довательностью использования конкретных правил из определения при его по-
строении. Например, терм (𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 . 𝑥𝑦) (𝜆𝑥 . 𝑣)— это применение из двух абстрак-
ций, тело первой из которых есть снова абстракция с телом — применением од-
ной переменной к другой, а тело второй есть переменная.
Дадимтеперьопределение, характеризующеероль вхожденийпеременныхв𝜆-

термы.

Определение. Областью действия (scope) 𝜆-абстракции 𝜆𝑥 в терме (𝜆𝑥 .𝑀) на-
зывается терм 𝑀 . Вхождением переменной 𝑥 в терм 𝑀 называется любое её ис-
пользование внутри терма𝑀 , причём оно характеризуется как

∙ связанное (bound), если находится в области действия некоторой абстракции
𝜆𝑥;

∙ связывающее (bind), если находится непосредственно после символа 𝜆;

∙ свободное (free) во всех остальных случаях.

Заметим, что в этом определении идёт речь о связанных и свободных вхож-
дениях переменной 𝑥, а не о самой переменной 𝑥. Переменная, вообще говоря,
может входить в терм несколько раз, причём некоторые из её вхождений могут
оказаться свободными, а другие—связанными, напримерв терме𝑥𝜆𝑥 . 𝑥имеется
три вхождения переменной 𝑥: первое вхождение является свободным, второе —
связывающим, а третье — связанным.
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Множеством свободных переменных терма 𝑃 (обозначается 𝐹𝑉 (𝑃 ) от англ. free
variables), будем называть множество переменных, имеющих в терме 𝑃 хотя бы
одно свободное вхождение:

𝐹𝑉 (𝑥) = {𝑥}
𝐹𝑉 (𝜆𝑥.𝑀) = 𝐹𝑉 (𝑀)∖{𝑥}
𝐹𝑉 (𝑀𝑁) = 𝐹𝑉 (𝑀) ∪ 𝐹𝑉 (𝑁)

Следует обратить внимание на то, что структура определения повторяет струк-
туру определения множества 𝜆-термов.
Множеством связанныхпеременных терма𝑃 (обозначается𝐵𝑉 (𝑃 )от англ. bound

variables), будем называть множество переменных, имеющих в терме 𝑃 хотя бы
одно связанное вхождение:

𝐵𝑉 (𝑥) = ∅
𝐵𝑉 (𝜆𝑥.𝑀) = {𝑥} ∪𝐵𝑉 (𝑀)
𝐵𝑉 (𝑀𝑁) = 𝐵𝑉 (𝑀) ∪𝐵𝑉 (𝑁)

В соответствии с этими определениями множества свободных и связанных пе-
ременных терма 𝑥𝜆𝑥 . 𝑥 будут совпадать:

𝐹𝑉 (𝑥𝜆𝑥 . 𝑥) = 𝐹𝑉 (𝑥) ∪ 𝐹𝑉 (𝜆𝑥 . 𝑥) = {𝑥} ∪ (𝐹𝑉 (𝑥)∖{𝑥}) =
= {𝑥} ∪ ({𝑥}∖{𝑥}) = {𝑥} ∪∅ = {𝑥};

𝐵𝑉 (𝑥𝜆𝑥 . 𝑥) = 𝐵𝑉 (𝑥) ∪𝐵𝑉 (𝜆𝑥 . 𝑥) = ∅ ∪ ({𝑥} ∪𝐵𝑉 (𝑥)) =
= ∅ ∪ ({𝑥} ∪∅) = {𝑥}.

Если обратиться к технической интерпретации 𝜆-термов, то можно заметить,
что имя формального параметра функции не имеет существенного значения: ес-
ли заменить имя параметра в заголовке функции, а также во всех его вхождениях
в теле функции, то смысл функции не изменится. Эта идея в 𝜆-исчислении фор-
мализуется в виде понятий 𝛼-конверсии и 𝛼-эквивалентности.

Определение. Переименование связывающей переменной некоторой 𝜆-абстрак-
ции вместе со всеми её вхождениями в соответствующей области видимости на-
зывается 𝛼-конверсией. Два терма 𝑃 и 𝑄, один из которых можно получить из
другого с помощью конечного числа 𝛼-конверсий, называются 𝛼-эквивалентными
(обозначается 𝑃 ≡𝛼 𝑄).

Например, следующие термы 𝛼-эквивалентны:

𝜆𝑥 . 𝑥 ≡𝛼 𝜆𝑦 . 𝑦;
𝑦 𝜆𝑦 . 𝑦 ≡𝛼 𝑦 𝜆𝑧 . 𝑧;
𝜆𝑥 . (𝜆𝑦 . 𝑥) ≡𝛼 𝜆𝑦 . (𝜆𝑥 . 𝑦).

Убедиться в 𝛼-эквивалентности последней пары термов можно, переименовав
последовательно 𝑥 в 𝑡, 𝑦 в 𝑥 и 𝑡 в 𝑦.
В дальнейшем мы будем отождествлять 𝛼-эквивалентные термы, фактически

рассматривая вместо 𝜆-термов их классы эквивалентности по отношению ≡𝛼.
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2.2. Вычисление и проблема нормализации

Перейдём теперь к понятию подстановки, которое используется при определе-
нии вычисления в терминах 𝜆-исчисления. В вводных курсах по программирова-
нию (независимо от используемого языка программирования) обычно исполь-
зуют следующее несколько упрощённое объяснение смысла формальных и фак-
тических параметров: при вызове подпрограммы предварительно вычисленные
значения фактических параметров подставляются в теле подпрограммы вместо
её формальных параметров, после чего начинает исполняться собственно под-
программа. Это соображениеможноиспользоватьив𝜆-исчислении, однаконеоб-
ходимо точно определить, что именно понимается под подстановкой, поскольку
она должна корректно обрабатывать свободные и связанные переменные. К при-
меру, свободные переменные не должны внезапно становиться связанными, и
наоборот.

Определение. Операцией подстановки терма 𝑁 в терм 𝑃 вместо переменной 𝑥,
обозначаемой как [𝑁/𝑥]𝑃 (читается «𝑁 вместо 𝑥 в 𝑃»), называется операция пре-
образования терма, выполняемая по правилам:

[𝑁/𝑥]𝑥 = (𝑁)
[𝑁/𝑥]𝑦 = 𝑦
[𝑁/𝑥](𝑃𝑄) = (([𝑁/𝑥]𝑃 )([𝑁/𝑥]𝑄))
[𝑁/𝑥](𝜆𝑥 . 𝑃 ) = (𝜆𝑥 . 𝑃 )
[𝑁/𝑥](𝜆𝑦 . 𝑃 ) = (𝜆𝑦 . ([𝑁/𝑥]𝑃 )), если 𝑦 /∈ 𝐹𝑉 (𝑁)
[𝑁/𝑥](𝜆𝑦 . 𝑃 ) = (𝜆𝑧 . ([𝑁/𝑥]([𝑧/𝑦]𝑃 ))), если 𝑦 ∈ 𝐹𝑉 (𝑁),

причём 𝑧 /∈ 𝐹𝑉 (𝑁𝑃 )

Первые два правила обеспечивают подстановку в переменную, третье прави-
ло описывает подстановку в применение. Три последних правила немного слож-
нее, они обеспечивают корректность выполнения подстановки в 𝜆-абстракцию.
В частности, четвёртое правило запрещает распространение подстановки [𝑁/𝑥]
внутрь абстракции 𝜆𝑥 . 𝑃 , что вполне согласуется с пониманием смыслаформаль-
ного параметра подпрограммы, который никак не зависит от действий во внеш-
них по отношениюк даннойподпрограмме частях программы (подстановка при-
ходит извне, поэтому 𝑥 в ней не имеет отношения к 𝑥, связываемой в 𝜆-абстрак-
ции). Пятое правило позволяет распространить подстановку внутрь абстракции,
но только в случае, когда связываемая переменная отсутствует в подставляемом
терме. Если же она там присутствует, то возникает опасность её захвата, поэто-
му в шестом правиле выполняется переход к 𝛼-эквивалентному терму (то есть
переименование переменных), связывающему свежую переменную, после чего
исходную подстановку можно безопасно выполнить.
Протестируем это определение на примерах:

[𝑡/𝑥](𝜆𝑥 . 𝑥) = 𝜆𝑥 . 𝑥,
[𝑦/𝑥](𝜆𝑦 . 𝑥) = 𝜆𝑧 . ([𝑦/𝑥]([𝑧/𝑦]𝑥)) = 𝜆𝑧 . ([𝑦/𝑥]𝑥) = 𝜆𝑧 . 𝑦.

Заметим, что тождественная функция остаётся тождественной, а константная —
константной, правда, с точностью до имени связывающей переменной.
Введённое понятие подстановки позволяет определить отношение редукции на

𝜆-термах.
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Определение. Термы вида (𝜆𝑥 .𝑀)𝑁 называются редексами или редуцируемыми
выражениями (reducible expression).

Если считать 𝜆-абстракцию функцией, а применение — вызовом функции, то
редекс представляет собой вызов функции, явно заданной абстракцией. Выпол-
нив такой вызов, то есть подставив фактический параметр на место формально-
го, можно получить результат вызова:

[𝑁/𝑥]𝑀.

Определение. Отношение, которое ставитв соответствие редексу (𝜆𝑥 .𝑀)𝑁 терм
[𝑁/𝑥]𝑀 называется 𝛽-редукцией. Если терм 𝑃 содержит в качестве своего фраг-
мента редекс (𝜆𝑥 .𝑀)𝑁 , который сводится (редуцируется) ктерму [𝑁/𝑥]𝑀 , причём
после замены редекса на этот терм получается терм 𝑃 ′, то будем писать, что

𝑃 →𝛽 𝑃
′.

Если терм 𝑃 ′ можно получить из терма 𝑃 с помощью конечного числа шагов 𝛽-
редукции, будем обозначать этот факт как

𝑃 →*
𝛽 𝑃

′.

Рассмотрим несколько примеров:

1. (𝜆𝑥 . 𝑥) 𝑦 →𝛽 𝑦;

2. (𝜆𝑥 . 𝑦) 𝑡→𝛽 𝑦;

3. (𝜆𝑥 . 𝑥(𝑥𝑦))𝑁 →𝛽 𝑁(𝑁𝑦).

Говорят, что 𝜆-терм находится в нормальной форме, если он не содержит ни од-
ного редекса. Для приведения терма в нормальнуюформу, вообще говоря, может
потребоваться несколько шагов редукции:

(𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 . 𝑦𝑥) 𝑧 𝑣 →𝛽 ([𝑧/𝑥](𝜆𝑦 . 𝑦𝑥)) 𝑣 = (𝜆𝑦 . 𝑦𝑧) 𝑣
→𝛽 [𝑣/𝑦](𝑦𝑧) = 𝑣𝑧;

(𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 . 𝑥)(𝜆𝑧 . 𝑧) 𝑡 →𝛽 ([𝜆𝑧 . 𝑧/𝑥](𝜆𝑦 . 𝑥)) 𝑡 = (𝜆𝑦 . 𝜆𝑧 . 𝑧) 𝑡
→𝛽 [𝑡/𝑦](𝜆𝑧 . 𝑧) = 𝜆𝑧 . 𝑧.

Иногда в терме одновременно присутствуют несколько редексов. В этой ситуа-
цииможно выбирать, какойиз них редуцировать. Рассмотрим такойпример (вы-
числяемый первым редекс подчёркнут):

(𝜆𝑥 . (𝜆𝑦 . 𝑦𝑥) 𝑧) 𝑣 →𝛽 (𝜆𝑥 . [𝑧/𝑦](𝑦𝑥)) 𝑣 = (𝜆𝑥 . 𝑧𝑥) 𝑣

→𝛽 [𝑣/𝑥](𝑧𝑥) = 𝑧𝑣;
(𝜆𝑥 . (𝜆𝑦 . 𝑦𝑥) 𝑧) 𝑣 →𝛽 [𝑣/𝑥]((𝜆𝑦 . 𝑦𝑥) 𝑧) = (𝜆𝑦 . 𝑦𝑣) 𝑧

→𝛽 [𝑧/𝑦](𝑦𝑣) = 𝑧𝑣.

Заметим, что в обоих случаях результат получился одинаковым. Следующийпри-
мер показывает, что не все термы имеют нормальную форму:

(𝜆𝑥 . 𝑥𝑥)(𝜆𝑥 . 𝑥𝑥) →𝛽 [𝜆𝑥 . 𝑥𝑥/𝑥](𝑥𝑥) = (𝜆𝑥 . 𝑥𝑥)(𝜆𝑥 . 𝑥𝑥)
→𝛽 [𝜆𝑥 . 𝑥𝑥/𝑥](𝑥𝑥) = (𝜆𝑥 . 𝑥𝑥)(𝜆𝑥 . 𝑥𝑥)
→𝛽 . . .
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Более того, некоторые термы после «редуцирования» только увеличиваются, на-
пример:

(𝜆𝑥 . 𝑥𝑥𝑦)(𝜆𝑥 . 𝑥𝑥𝑦) →𝛽 [𝜆𝑥 . 𝑥𝑥𝑦/𝑥](𝑥𝑥𝑦) = (𝜆𝑥 . 𝑥𝑥𝑦)(𝜆𝑥 . 𝑥𝑥𝑦)𝑦
→𝛽 ([𝜆𝑥 . 𝑥𝑥𝑦/𝑥](𝑥𝑥𝑦))𝑦 = (𝜆𝑥 . 𝑥𝑥𝑦)(𝜆𝑥 . 𝑥𝑥𝑦)𝑦𝑦
→𝛽 . . .

Спомощьюэтого «расширяющегося» термаможно заметить интересный эффект.
Рассмотрим терм вида:

(𝜆𝑦 . 𝑣)((𝜆𝑥 . 𝑥𝑥𝑦)(𝜆𝑥 . 𝑥𝑥𝑦))

Ясно, что с одной стороны (вычисляемый в данный момент редекс подчёркнут):

(𝜆𝑦 . 𝑣)((𝜆𝑥 . 𝑥𝑥𝑦)(𝜆𝑥 . 𝑥𝑥𝑦)) →𝛽 𝑣,

а с другой

(𝜆𝑦 . 𝑣)((𝜆𝑥 . 𝑥𝑥𝑦)(𝜆𝑥 . 𝑥𝑥𝑦)) →𝛽 (𝜆𝑦 . 𝑣)((𝜆𝑥 . 𝑥𝑥𝑦)(𝜆𝑥 . 𝑥𝑥𝑦)𝑦)

→𝛽 (𝜆𝑦 . 𝑣)((𝜆𝑥 . 𝑥𝑥𝑦)(𝜆𝑥 . 𝑥𝑥𝑦)𝑦𝑦)

→𝛽 . . .

Таким образом, приход к нормальной форме в результате редукции зависит от
порядка шагов редукции: «неправильная» последовательность редукции может
никогда не привести к нормальной форме, даже если она существует.
Возникает вопрос: всегда ли в конечном итоге будет получаться одна и та же

нормальнаяформа (при условии, что она вообще будет получаться), то есть един-
ственна ли она. Ответ на этот вопрос даёт теорема Чёрча—Россера, одна из важ-
нейших теорем 𝜆-исчисления.

Теорема (Чёрча—Россера). Если 𝑃 →*
𝛽 𝑁 и 𝑃 →*

𝛽 𝑀 , то существует такой терм
𝑇 , что 𝑁 →*

𝛽 𝑇 и𝑀 →*
𝛽 𝑇 .

Сформулированное в теореме свойство 𝛽-редукции иногда называется свой-
ством Чёрча—Россера или свойством ромба, поскольку графически его можно
изобразить так:

∃𝑇

𝑁 𝑀

𝑃

Пользуясь этой теоремой, можно, наконец, ответить на вопрос о единственно-
сти нормальной формы 𝜆-термов.

Следствие. Еслитерм имеет хотя бы одну нормальную форму, то все его нормаль-
ные формы совпадают с точностью до 𝛼-эквивалентности.
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Так как существование нормальной формы не гарантируется, а к тому же при
некоторых порядках редукции нормальная форма может вообще не возникнуть,
даже если она существует, необходимо сформулировать правила, позволяющие
редуцировать выражения с наибольшей вероятностью успеха. Порядок выбора
вычисляемого редекса обычно называют стратегией редукции.
Стратегия редукции, при которой на каждом шаге выбирается самый левый,

самый внешний редекс, называется нормальным порядком редукции. Левизна ре-
декса определяется по символу𝜆 составляющей его абстракции, а выражение «са-
мый внешний» означает, что редекс не является частью никакого другого редек-
са.
Известно, что нормальный порядок вычислений всегда приводит к нормаль-

ной форме, при условии, что она существует.

2.3. Язык программирования

𝜆-исчисление можно рассматривать как простой язык программирования. Да-
леенашей задачейбудет кодирование базовых элементов любого языкапрограм-
мирования в терминах 𝜆-исчисления. В числе таких элементов будут логические
значения и операции, натуральные числа, пары значений, условные операции и
рекурсивные вызовы.
Для начала введём логические значения 𝑡𝑟𝑢𝑒 и 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒:

𝑡𝑟𝑢𝑒 = 𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 . 𝑥; 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒 = 𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 . 𝑦.

Смысл знака= в этих выражениях заключается в следующем:мы договариваем-
ся обозначать термы, стоящие в правой части равенства, символами из левой ча-
сти. Вообще говоря, назвать истиной и ложью можно любые термы, но такой вы-
бор обозначений оказался наиболее удобным. Истинное значение можно трак-
товать как функцию двух аргументов, возвращающую первый из них, а ложное
значение — как возвращающую второй.
Используя эти определения, можно ввести условное выражение:

if 𝐶 then 𝐸1 else 𝐸2 = 𝐶𝐸1𝐸2.

Действительно, вычислим:

if 𝑡𝑟𝑢𝑒 then 𝐸1 else 𝐸2 = 𝑡𝑟𝑢𝑒 𝐸1𝐸2 = (𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 . 𝑥)𝐸1𝐸2 = 𝐸1.

С другой стороны:

if 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒 then 𝐸1 else 𝐸2 = 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒 𝐸1𝐸2 = (𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 . 𝑦)𝐸1𝐸2 = 𝐸2.

Пользуясь условной операцией, нетрудно определить отрицание, конъюнкцию
и дизъюнкцию:

not 𝑃 = if 𝑃 then 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒 else 𝑡𝑟𝑢𝑒 = 𝑃 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒 𝑡𝑟𝑢𝑒;
𝑃 and 𝑄 = if 𝑃 then 𝑄 else 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒 = 𝑃 𝑄 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒;
𝑃 or 𝑄 = if 𝑃 then 𝑡𝑟𝑢𝑒 else 𝑄 = 𝑃 𝑡𝑟𝑢𝑒 𝑄.
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Данные могут объединяться в структуры данных, простейшей такой структу-
рой является пара:

(𝐸1, 𝐸2) = 𝜆𝑧 . 𝑧 𝐸1 𝐸2.

Дляработы спараминеобходимыфункциидоступа к отдельнымкомпонентам:

fst 𝑃 = 𝑃 𝑡𝑟𝑢𝑒;
snd 𝑃 = 𝑃 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒.

Убедимся в работоспособности этих функций:

fst (𝐸1, 𝐸2) = (𝜆𝑧 . 𝑧 𝐸1 𝐸2) 𝑡𝑟𝑢𝑒 = 𝑡𝑟𝑢𝑒 𝐸1 𝐸2 = 𝐸1;
snd (𝐸1, 𝐸2) = (𝜆𝑧 . 𝑧 𝐸1 𝐸2) 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒 = 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒 𝐸1 𝐸2 = 𝐸2.

Наконец, натуральные числа можно ввести так:

0 = 𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 . 𝑦
1 = 𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 . 𝑥𝑦
2 = 𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 . 𝑥(𝑥𝑦)
3 = 𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 . 𝑥(𝑥(𝑥𝑦))

. . .

Натуральныечисла, представленныетакимобразом, называютнумераламиЧёр-
ча. Нумерал Чёрча можно интерпретировать как функцию двух переменных, ко-
торая применяет свой первый аргумент к второму соответствующее число раз,
например:

2 𝑓 𝑡 = (𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 . 𝑥(𝑥𝑦)) 𝑓 𝑡
= (𝜆𝑦 . 𝑓(𝑓𝑦)) 𝑡
= 𝑓(𝑓𝑡).

Можно ввести функцию следования, которая ставит в соответствие каждому на-
туральному числу следующее за ним (𝑛 ↦→ 𝑛+ 1):

succ = 𝜆𝑛 . 𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 . 𝑥(𝑛𝑥𝑦).

Вычислим число, следующее за числом 3:

succ 3 = (𝜆𝑛 . 𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 . 𝑥(𝑛𝑥𝑦))(𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 . 𝑥(𝑥(𝑥𝑦)))
= 𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 . 𝑥 ((𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 . 𝑥(𝑥(𝑥𝑦)))𝑥𝑦)
= 𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 . 𝑥 ((𝜆𝑦 . 𝑥(𝑥(𝑥𝑦)))𝑦)
= 𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 . 𝑥 (𝑥(𝑥(𝑥𝑦)))
= 4.

Заметим, что такое определение соответствует нашей интерпретации: терм,
находящийся в скобках (𝑛𝑥𝑦) означает 𝑛-кратное применение 𝑥 к 𝑦, после этого
следует еще одно применение 𝑥 к полученному ранее результату. В итоге полу-
чается, что 𝑥 применяется к 𝑦 в точности 𝑛+ 1 раз. В целом, процесс вычислений
можно трактовать как (𝑛 + 1)-кратное прибавление единицы к нулю. Пользуясь
той же интуицией, можно сформулировать и другое определение функции сле-
дования, прибавляя 𝑛 раз единицу к единице:
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succ′ = 𝜆𝑛 . 𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 . 𝑛𝑥(𝑥𝑦).

Связь между натуральными числами и логическими значениями можно орга-
низовать, определив функцию, проверяющую, является ли заданное число ну-
лём:

is_zero? = 𝜆𝑛 . 𝑛 (𝜆𝑥 . 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒) 𝑡𝑟𝑢𝑒.

Действительно:

is_zero? 0 = (𝜆𝑛 . 𝑛 (𝜆𝑥 . 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒) 𝑡𝑟𝑢𝑒) (𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 . 𝑦)
= (𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 . 𝑦)(𝜆𝑥 . 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒) 𝑡𝑟𝑢𝑒
= (𝜆𝑦 . 𝑦) 𝑡𝑟𝑢𝑒
= 𝑡𝑟𝑢𝑒;

is_zero? 1 = (𝜆𝑛 . 𝑛 (𝜆𝑥 . 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒) 𝑡𝑟𝑢𝑒) (𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 . 𝑥𝑦)
= (𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 . 𝑥𝑦)(𝜆𝑥 . 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒) 𝑡𝑟𝑢𝑒
= (𝜆𝑦 . (𝜆𝑥 . 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒) 𝑦) 𝑡𝑟𝑢𝑒
= (𝜆𝑥 . 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒) 𝑡𝑟𝑢𝑒
= 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒.

Аналогично, для всех ненулевых 𝑛 функция 𝑖𝑠_𝑧𝑒𝑟𝑜? возвращает 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒.
Функции сложения и умножения чисел можно определить следующим обра-

зом:
𝑚+ 𝑛 = 𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 .𝑚𝑥(𝑛𝑥𝑦);
𝑚 * 𝑛 = 𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 .𝑚(𝑛𝑥)𝑦.

Возможностьпроверить справедливость этихопределенийнапримерахпредо-
ставляется читателю, но ясно, что интуитивная интерпретация сохраняется: что-
бы сложить 𝑚 и 𝑛, нужно 𝑛 раз прибавить единицу к нулю (применить 𝑥 к 𝑦), а
затем прибавить к полученному результату единицу еще𝑚 раз; чтобы умножить
𝑚 на 𝑛, достаточно𝑚 раз прибавить 𝑛 единиц к нулю.
Интересно, что функция предшествования pred и операция вычитания опреде-

ляются гораздо более сложным образом. Идея этого определения принадлежит
ученику Чёрча Стивену Клини (1909—1994). Суть его идеи заключается в исполь-
зовании вспомогательной функции, которая любой паре вида (𝑚,𝑛), где𝑚 и 𝑛—
нумералы Чёрча, ставит в соответствие пару (𝑛, 𝑛 + 1). Определить такую функ-
цию нетрудно:

step = 𝜆𝑝 . (snd 𝑝, succ(snd 𝑝)).

Здесьиспользуется введённоеранее обозначениепары,функциидоступа к вто-
рому элементу пары и функция следования, однако понятно, что определение
можно записать и непосредственно в виде 𝜆-терма.
Теперь, для того чтобы найти число, предшествующее заданному𝑚, достаточ-

но 𝑚 раз применить функцию step к паре (0, 0), после этого первый компонент
получившейся пары будет равен в точности𝑚− 1:

pred = 𝜆𝑚 . fst(𝑚 step (0, 0)).

Будучи применённой к нулю, функция pred даёт ноль. Пользуясь этой функцией,
можно определить вычитание:

𝑚− 𝑛 = 𝑛 pred 𝑚.
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Очередной шаг — введение такого важного элемента языка программирова-
ния, как рекурсия. Однако здесь есть некоторая сложность: обычно для вызова
функции внутри её тела используется её же имя, но 𝜆-абстракции имени не име-
ют. Тем не менее, организовать рекурсивные вызовы возможно. Это обеспечива-
ется существованием комбинаторов неподвижной точки.
Терм называется замкнутым (или комбинатором), если он не содержит ни од-

ной свободной переменной.
Комбинатором неподвижной точки называется такой замкнутый терм 𝑌 , для

которого при любом 𝑓 выполняется равенство:

𝑓(𝑌 𝑓) = 𝑌 𝑓.

Название комбинатора объясняется тем, что оннаходит такуюточкуиз области
определения функции 𝑓 , которая переводится этой функцией сама в себя, то есть
является неподвижной.
Существует достаточно большое количество комбинаторов неподвижной точ-

ки, одним из них является комбинатор Тьюринга:

𝑌𝑇 = 𝐴𝐴, где 𝐴 = 𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 . 𝑦(𝑥𝑥𝑦).

Проверим, что комбинатор Тьюринга действительно является комбинатором
неподвижной точки:

𝑌𝑇𝑓 = 𝐴𝐴𝑓
= (𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 . 𝑦(𝑥𝑥𝑦))𝐴𝑓
= (𝜆𝑦 . 𝑦(𝐴𝐴𝑦))𝑓
= 𝑓(𝐴𝐴𝑓)
= 𝑓(𝑌𝑇𝑓).

Теперь, следуя давней традиции, запрограммируем рекурсивнуюфункцию вы-
числения факториала числа. Функцию fact хотелось бы определить следующим
образом:

fact 𝑛 = if is_zero? 𝑛 then 1 else 𝑛 * fact(pred 𝑛)

Или, что то же самое, как

fact = 𝜆𝑛 . if is_zero? 𝑛 then 1 else 𝑛 * fact(pred 𝑛)

Очевидная проблема этого определения — присутствие fact в теле функции. Что-
бы его избежать, определим факториал как функцию от функции:

fact = (𝜆𝑓 . 𝜆𝑛 . if is_zero? 𝑛 then 1 else 𝑛 * 𝑓(pred 𝑛))fact

Обозначим выражение в скобках через𝐻:

𝐻 = 𝜆𝑓 . 𝜆𝑛 . if is_zero? 𝑛 then 1 else 𝑛 * 𝑓(pred 𝑛)

Ясно, что𝐻 — это вполне законный 𝜆-терм, а именно, 𝜆-абстракция. Теперь вид-
но, что

fact = 𝐻 fact
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Последнее равенство означает, что функция fact является неподвижной точкой
абстракции 𝐻, а значит, её можно найти с помощью комбинатора неподвижной
точки:

fact = 𝑌𝑇𝐻.

Заметим, что здесь мы неявно пользуемся тем фактом, что неподвижная точка
является единственной, и комбинатор Тьюринга вычисляет именно её. Вообще
говоря, соответствующий факт требует доказательства, он выводится в рамках
теории порядка и составляет содержание известной теоремы Клини о неподвиж-
ной точке.
Попробуем теперь для проверки вычислить fact 3, несколько раз воспользовав-

шись тем фактом, что 𝑌𝑇𝐻 = 𝐻(𝑌𝑇𝐻):

fact 3 = (𝑌𝑇𝐻) 3 = 𝐻(𝑌𝑇𝐻) 3
= (𝜆𝑓 . 𝜆𝑛 . if is_zero? 𝑛 then 1 else 𝑛 * 𝑓(pred 𝑛))(𝑌𝑇𝐻) 3
= if is_zero? 3 then 1 else 3 * ((𝑌𝑇𝐻)(pred 3))
= 3 * ((𝑌𝑇𝐻) 2) = 3 * (𝐻(𝑌𝑇𝐻) 2)
= 3 * ((𝜆𝑓 . 𝜆𝑛 . if is_zero? 𝑛 then 1 else 𝑛 * 𝑓(pred 𝑛))(𝑌𝑇𝐻) 2)
= 3 * (if is_zero? 2 then 1 else 2 * ((𝑌𝑇𝐻)(pred 2)))
= 3 * (2 * ((𝑌𝑇𝐻) 1)) = 3 * (2 * (𝐻(𝑌𝑇𝐻) 1))
= 3 * (2 * ((𝜆𝑓 . 𝜆𝑛 . if is_zero? 𝑛 then 1 else 𝑛 * 𝑓(pred 𝑛))(𝑌𝑇𝐻) 1))
= 3 * (2 * (if is_zero? 1 then 1 else 1 * ((𝑌𝑇𝐻)(pred 1))))
= 3 * (2 * (1 * ((𝑌𝑇𝐻) 0))) = 3 * (2 * (1 * (𝐻(𝑌𝑇𝐻) 0)))
= 3 * (2 * (1 * ((𝜆𝑓 . 𝜆𝑛 . if is_zero? 𝑛 then 1 else 𝑛 * 𝑓(pred 𝑛))(𝑌𝑇𝐻) 0)))
= 3 * (2 * (1 * ((if is_zero? 0 then 1 else 0 * ((𝑌𝑇𝐻)(pred 0))))))
= 3 * (2 * (1 * 1)) = 3 * (2 * 1) = 3 * 2 = 6.

Работает!
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2.4. Упражнения

1. Вычислите подстановку:

а) [𝑢𝑣/𝑥](𝜆𝑥 . 𝑧𝑦)

б) [𝑣𝑤/𝑥](𝑥𝜆𝑦 . 𝑦𝑥)

в) [𝑣𝑤/𝑥](𝑥𝜆𝑥 . 𝑦𝑥)

г) [𝑢𝑥/𝑥](𝑥𝜆𝑦 . 𝑦𝑥)

д) [𝑢𝑦/𝑥](𝑥𝜆𝑦 . 𝑦𝑥)

е) [𝑢𝑣/𝑥](𝜆𝑦 . 𝑥(𝜆𝑤 . 𝑣𝑤𝑥))

ж) [𝜆𝑦 . 𝑥𝑦/𝑥](𝜆𝑦 . 𝑥(𝜆𝑥 . 𝑥))

з) [𝜆𝑦 . 𝑣𝑦/𝑥](𝑦𝜆𝑣 . 𝑥𝑣)

и) [𝑥𝑦𝜆𝑥 . 𝜆𝑦 . 𝑥𝑦/𝑥](𝜆𝑦 . 𝑦𝑥𝑦)

к) [𝑥(𝜆𝑡 . 𝑡𝑡)𝑠/𝑥](𝜆𝑡 . 𝑥(𝜆𝑠 . 𝑠𝑥)𝑡)

2. Выполните редукцию к нормальной форме:

а) (𝜆𝑥 . 𝑥𝑦)(𝜆𝑢 . 𝑣𝑢𝑢)

б) (𝜆𝑥𝑦 . 𝑦𝑥)𝑢𝑣

в) (𝜆𝑥 . 𝑥(𝑥(𝑦𝑧))𝑥)(𝜆𝑢 . 𝑢𝑣)

г) (𝜆𝑥 . 𝑥𝑥𝑦)(𝜆𝑦 . 𝑦𝑧)

д) (𝜆𝑥𝑦 . 𝑥𝑦𝑦)(𝜆𝑢 . 𝑢𝑦𝑥)

е) (𝜆𝑥𝑦 . 𝑥𝑦𝑦)𝑢𝑣

ж) (𝜆𝑥𝑦 . 𝑦𝑥)(𝑢𝑣)𝑧𝑤

з) (𝜆𝑥 . 𝑥𝑥)(𝜆𝑥 . 𝑥𝑥)

и) (𝜆𝑥𝑦𝑧 . 𝑥𝑧(𝑦𝑧))(𝜆𝑢𝑣 . 𝑢)

к) (𝜆𝑥 . 𝑥(𝑥(𝑦𝑧))𝑥)(𝜆𝑢 . 𝑢𝑣)

л) (𝜆𝑥 . 𝑦)((𝜆𝑦 . 𝑦𝑦)(𝜆𝑦 . 𝑦𝑦))

м) (𝜆𝑦 . (𝜆𝑥 . 𝑥)𝑦)((𝜆𝑢 . 𝑢)(𝜆𝑣 . 𝑣))

н) (𝜆𝑥𝑦 . (𝜆𝑝𝑞 . 𝑝)𝑦𝑥)((𝜆𝑧 . 𝑧𝑧)(𝜆𝑧 . 𝑧𝑧))𝑠

о) (𝜆𝑥𝑦 . 𝑥)𝑡((𝜆𝑥 . 𝑥𝑥)(𝜆𝑥 . 𝑥𝑥))

п) (𝜆𝑥𝑦𝑧 . 𝑥𝑧(𝑦𝑧))((𝜆𝑥𝑦 . 𝑦𝑥)𝑢)((𝜆𝑥𝑦 . 𝑦𝑥)𝑣)𝑤

3. Представьте в виде 𝜆-терма и выполните редукцию к нормальной форме:

а) 2 + 3

б) if 𝑖𝑠_𝑧𝑒𝑟𝑜? 1 then 1 else 2

в) fst(1, 3)

г) 2 * (if 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒 then 1 else 0)

д) pred 3

е) 3 − 2

4. Добавьте в язык программирования на основе 𝜆-исчисления операцию ис-
ключающего ИЛИ (xor).

5. Добавьте в язык программирования на основе 𝜆-исчисления операцию воз-
ведения в степень.

6. (*) Список можно представить в 𝜆-исчислении через его функцию свертки
(fold). Например, список [𝑥, 𝑦, 𝑧] становится функцией, которая принимает
два аргумента 𝑐 и 𝑛 и возвращает 𝑐𝑥(𝑐𝑦(𝑐𝑧𝑛)) . Как будет выглядеть представ-
ление пустого списка (Nil)? Напишите функцию cons , которая принимает
элемент ℎ и список (т. е. функцию свертки) 𝑡 и возвращает подобное пред-
ставление списка, полученного добавлением ℎ в голову 𝑡. Напишите функ-
ции isnil и head , каждая из которых принимает список в качестве парамет-
ра. Наконец, напишите функцию tail для такого представления списков (это
намного сложнее; придется использовать трюк, аналогичный тому, что ис-
пользовался при определении prd для чисел).
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3. Типы в 𝜆-исчислении и соответствие
Карри—Ховарда

3.1. Простое типизированное 𝜆-исчисление

Давайте посмотрим на два 𝜆-терма и попробуем выяснить, что их отличает:

𝑦(𝜆𝑥 . 𝑡) (𝜆𝑥 . 𝑡)𝑦

Ясно, что первый терм находится в нормальной форме, а второй можно редуци-
ровать к 𝑡. Ясно также и то, что с точки зрения технической интерпретации пер-
вый терм не имеет смысла, тогда как второй представляет собой вызов функции.
Мы сейчас попытаемся выделить те термы, которые имеют смысл, и сделаем это
путём добавления системы типов.

Определение. Формулыимпликативногофрагментаисчисления высказываний бу-
дем называть простыми типами, а их множество обозначим черезΦ→. Контекстом
называется конечное множество пар {𝑥1 : 𝜏1, . . . , 𝑥𝑛 : 𝜏𝑛}, где 𝑥𝑖 — попарно различ-
ные переменные 𝜆-исчисления, а 𝜏𝑖 —типы.

Как и раньше, мы будем расширять контекст с помощью запятой, однако будем
считать, что обозначениеΓ, 𝑥 : 𝜏 подразумевает, что 𝑥не входит вΓ. Введём также
обозначение rg(Γ)— множество формул в Γ (вторые компоненты пар 𝑥𝑖 : 𝜏𝑖).

Определение. Суждением называется тройка, записываемая Γ ⊢ 𝑀 : 𝜏 , состоя-
щая из контекста Γ, 𝜆-терма𝑀 и типа 𝜏 . Суждение называется выводимым, если
оно может быть получено с помощью следующих правил вывода:

Γ, 𝑥 : 𝜏 ⊢ 𝑥 : 𝜏 (Var)

Γ, 𝑥 : 𝜎 ⊢𝑀 : 𝜏
(Abs)

Γ ⊢ 𝜆𝑥 .𝑀 : 𝜎 → 𝜏

Γ ⊢𝑀 : 𝜎 → 𝜏 Γ ⊢ 𝑁 : 𝜎
(App)

Γ ⊢ (𝑀𝑁) : 𝜏

Если выводимо суждение Γ ⊢ 𝑀 : 𝜏 , то говорят, что терм 𝑀 имеет тип 𝜏 . Терм
𝜆-исчисления 𝑀 называется типизируемым, если существуют Γ и 𝜏 такие, что
Γ ⊢𝑀 : 𝜏 .

Например, если 𝑡 : 𝜏1, 𝑠 : 𝜏2 то терм (𝜆𝑥 . 𝑡)𝑠 имеет тип 𝜏1, поскольку:

𝑠 : 𝜏2, 𝑡 : 𝜏1, 𝑥 : 𝜎 ⊢ 𝑡 : 𝜏1
(Abs)

𝑠 : 𝜏2, 𝑡 : 𝜏1 ⊢ (𝜆𝑥 . 𝑡) : 𝜎 → 𝜏 𝑠 : 𝜏2, 𝑡 : 𝜏1 ⊢ 𝑠 : 𝜏2
(App)

𝑠 : 𝜏2, 𝑡 : 𝜏1 ⊢ (𝜆𝑥 . 𝑡)𝑠 : 𝜏1

Построенная здесь система типизации называется простым типизированным
𝜆-исчислениемпоКарри (simply typed lambda calculus) и обычнообозначается сим-
волом 𝜆→. Нетрудно убедиться в том, что далеко не все термы являются типизи-
руемыми в 𝜆→, то есть просто типизированные 𝜆-термы образуют собственное
подмножество множества 𝜆-термов.
Мыможем ставить несколько задач, касающихся сужденияΓ ⊢𝑀 : 𝜏 , а именно:
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∙ проверка типа: действительно ли 𝜆-терм𝑀 имеет тип 𝜏 в контексте Γ;

∙ вывод типа: по заданному 𝜆-терму𝑀 найти соответствующие тип 𝜏 и кон-
текст Γ;

∙ населённость типа: существуют ли 𝜆-термы, имеющие в некотором контек-
сте тип 𝜏 .

Простое типизированное 𝜆-исчисление по Карри характеризуется тем, что мы
берём термы бестипового 𝜆-исчисления и пытаемся присвоить им тип. При этом
может оказаться, что одни и те же термы могут быть типизированы по-разному,
например, в зависимости от наполнения контекста. Иногда удобнее оказывается
другой подход, когда часть типовой информации (а именно типы связывающих
вхождений переменных) добавляется непосредственно в терм, например:

𝜆𝑥 : 𝑝→ 𝑞 → 𝑟 . 𝜆𝑦 : 𝑝→ 𝑞 . 𝜆𝑧 : 𝑝 . 𝑥𝑧(𝑦𝑧).

Такой стиль называется типизацией по Чёрчу. Понятно, что это приводит к изме-
нениюопределениямножества 𝜆-термов, а значит к необходимости заново опре-
делять подстановку и 𝛽-редукцию. Правила типизации также должны отразить
новый синтаксис термов:

Γ, 𝑥 : 𝜏 ⊢ 𝑥 : 𝜏 (Var)

Γ, 𝑥 : 𝜎 ⊢𝑀 : 𝜏
(Abs)

Γ ⊢ 𝜆𝑥 : 𝜎 .𝑀 : 𝜎 → 𝜏

Γ ⊢𝑀 : 𝜎 → 𝜏 Γ ⊢ 𝑁 : 𝜎
(App)

Γ ⊢ (𝑀𝑁) : 𝜏

Приведём несколько примеров выводимых суждений о типах:

(1) ⊢ 𝜆𝑥 : 𝜎 . 𝑥 : 𝜎 → 𝜎;

(2) ⊢ 𝜆𝑥 : 𝜎 . 𝜆𝑦 : 𝜏 . 𝑥 : 𝜎 → 𝜏 → 𝜎;

(3) ⊢ 𝜆𝑥 : 𝜎 → 𝜏 → 𝜌 . 𝜆𝑦 : 𝜎 → 𝜏 . 𝜆𝑧 : 𝜎 . 𝑥𝑧(𝑦𝑧) : (𝜎 → 𝜏 → 𝜌) → (𝜎 → 𝜏) → 𝜎 → 𝜌.

Термы в системе типизации по Чёрчу можно привести к виду по Карри путём
процедуры стирания типов | · | с очевидным определением:

|𝑥| = 𝑥;
|𝑀𝑁 | = |𝑀 ||𝑁 |;
|𝜆𝑥 : 𝜎 .𝑀 | = 𝜆𝑥 . |𝑀 |.

Процедура стирания типовне является чисто теоретическимупражнением, она
используется на практике в процессе компиляции, поскольку «исполнять» про-
грамму без типовой информации эффективнее. При этом, разумеется, необхо-
димы гарантии, что результат вычислений получаемого бестипового терма оста-
нется прежним.
Сформулируем без доказательства несколько важных результатов относитель-

но простого типизированного 𝜆-исчисления:

24



В.Н. Брагилевский (ЛШСМ–2017)

(i) Если Γ ⊢𝑀 : 𝜎 и𝑀 →*
𝛽 𝑁 , то Γ ⊢ 𝑁 : 𝜎 (теорема о сохранении).

(ii) Если𝑀 →𝛽 𝑁 , то |𝑀 | →𝛽 |𝑁 |.

(iii) Если Γ ⊢𝑀 : 𝜎 по Чёрчу, то Γ ⊢ |𝑀 | : 𝜎 по Карри.

(iv) Каждый терм 𝜆→ имеет нормальную форму, причём любая последователь-
ность редукций приводит к нормальной форме (строгая нормализация).

Отношение 𝛽-редукции для 𝜆→ также обладает свойством Чёрча—Россера.

3.2. Соответствие Карри—Ховарда

Появление правил вывода в 𝜆-исчислении совершенно неслучайно. Давайте
проделаемпуть впротивоположномнаправлении: попробуемувидеть, как𝜆-тер-
мы появляются в теории естественного вывода. Еслимы занимаемся теорией до-
казательств, то нам важно не только убедиться в доказуемости утверждений, нам
хочется сравнивать доказательства между собой, отождествляя некоторые из них
и различая другие. В этих условиях нам нужны удобные обозначения. Например,
мы могли бы писать 𝑀 : 𝜙, подразумевая, что 𝑀 — это доказательство форму-
лы 𝜙. Если же доказательство имеет место в некотором контексте Γ, то можно
было бы писать

Γ ⊢𝑀 : 𝜙.

Далее, если𝑀 и𝑁 —это доказательства𝜙→ 𝜓 и𝜙 соответственно, то доказатель-
ство 𝜓, полученное применением правила (→E)мымогли бы обозначить чем-то
вроде𝑀𝑁 : 𝜓. Таким образом, мы получаем «аннотированное правило»:

Γ ⊢𝑀 : 𝜙→ 𝜓 Γ ⊢ 𝑁 : 𝜙

Γ ⊢ (𝑀𝑁) : 𝜓

Если нам нужно построить аннотированный вариант аксиомы, то будет удобно
использовать имена для посылок, например:

𝑥 : 𝜙, 𝑦 : 𝜓 ⊢ 𝑥 : 𝜙

Та же идея подходит для описания правила (→ I), для которого также необходимо
придумать «синтаксис» доказательства, зависящего от посылки. Почему бы не
использовать в этих целях букву 𝜆, за которой следует имя посылки:

Γ, 𝑥 : 𝜙 ⊢𝑀 : 𝜓

Γ ⊢ 𝜆𝑥 .𝑀 : 𝜙→ 𝜓

Такимобразоммыполучили 𝜆-исчисление вместе с правилами типизации. Это
совпадение неслучайно, оно происходит из BHK-интерпретации, в которой кон-
струкция для импликации определяется как способ преобразования, то есть как
функция.
Соответствие между простым типизированным 𝜆-исчислением и импликатив-

нымфрагментоминтуиционистскогоисчислениявысказыванийописывается сле-
дующей теоремой, которую мыможем назвать теоремой о соответствии Карри—
Ховарда.
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Теорема. Если Γ ⊢ 𝑀 : 𝜙 в 𝜆→, то rg(Γ) ⊢ 𝜙 в импликативном фрагменте инту-
иционистского исчисления высказываний. Наоборот: если ∆ ⊢ 𝜙 в импликативном
фрагменте интуиционистского исчисления высказываний, то Γ ⊢ 𝑀 : 𝜙 в 𝜆→ для
некоторого𝑀 и Γ такого, что rg(Γ) = ∆. В частности, формула 𝜙 является тео-
ремой тогда и только тогда, когда соответствующий тип населён.

В силу того, что правила вывода практически идентичны, доказательство этой
теоремы тривиально.
Построенное соответствие позволяет переносить результаты из одной теории

в другую. Например, можно утверждать, что терма с типом ((𝑝 → 𝑞) → 𝑝) → 𝑝
не существует (это закон Пирса), а вот формула ((((𝑝 → 𝑞) → 𝑝) → 𝑝) → 𝑞) → 𝑞
является теоремой, поскольку нетрудно убедиться, что именно такой тип можно
присвоить терму 𝜆𝑥 . 𝑥𝜆𝑦 . 𝑦𝜆𝑧 . 𝑥𝜆𝑢 . 𝑧.
Фактически соответствие Карри—Ховарда даёт нам способ доказывать теоре-

мы путём написания 𝜆-термов (программ) и писать программы путём доказыва-
ния теорем (извлекать программы из доказательств). Таким образом, типы соот-
ветствуют формулам, а термы (программы) — доказательствам.
Соответствие можно распространить на полное интуиционистское исчисление

высказывание с операциями конъюнкции и дизъюнкции. Поскольку эти опера-
ции невыразимы через импликацию, то нам придётся расширить синтаксис 𝜆→.
При этом мы будем строго придерживаться правил BHK-интепретации. Вспом-
ним, что конструкция для конъюнкции должна содержать конструкции каждого
из её компонентов. Поэтому наиболее подходящее для её представления значе-
ние — это пара, например, ⟨𝑀,𝑁⟩ (это расширение множества термов), а тип —
это декартово произведение 𝜎× 𝜏 (это расширение множества типов). Необходи-
мо также добавить проекторы, которые будут извлекать компоненты пар:

𝜋1(⟨𝑀,𝑁⟩) →𝛽 𝑀, 𝜋2(⟨𝑀,𝑁⟩) →𝛽 𝑁.

Заметьте, что расширение синтаксиса сопровождается дополнительнымиправи-
лами редукции. Мы также должны добавить правила типизации, вид которых,
впрочем, вряд ли будет неожиданным:

Γ ⊢𝑀 : 𝜙 Γ ⊢ 𝑁 : 𝜓

Γ ⊢ ⟨𝑀,𝑁⟩ : 𝜙× 𝜓

Γ ⊢𝑀 : 𝜙× 𝜓

Γ ⊢ 𝜋1(𝑀) : 𝜙

Γ ⊢𝑀 : 𝜙× 𝜓

Γ ⊢ 𝜋2(𝑀) : 𝜓

Декартово произведение как тип данныхнапрямую соответствует типам записей
или структур в традиционных языках программирования. Расширять 𝜆→ дизъ-
юнкцией немного сложнее, так как соответствующий тип присутствует далеко
не во всех языках в явной форме. Напомним, что в соответствии с BHK-интер-
претацией конструкция для дизъюнкции должна содержать индикатор и одну из
конструкций. Расширим множество типов 𝜆→ типом 𝜙 ∨ 𝜓 (непересекающаяся
суммаили копроизведение), амножество термов—двумяконструкторами 𝜄𝜙∨𝜓1 (𝑀)
и 𝜄𝜙∨𝜓2 (𝑀) и специальной инструкцией для разбора случаев:

case 𝑀 of [𝑥]𝑃 or [𝑦]𝑄

Имена 𝑥 и 𝑦 в квадратных скобках связывают переменные в соответствующих
ветвях разбора случаев.
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Новое правило редукции должно учитывать оба возможных случая:

case 𝜄𝜙∨𝜓1 (𝑁) of [𝑥]𝑃 or [𝑦]𝑄→𝛽 [𝑁/𝑥]𝑃

case 𝜄𝜙∨𝜓2 (𝑁) of [𝑥]𝑃 or [𝑦]𝑄→𝛽 [𝑁/𝑦]𝑄

Правила вывода типов теперь выписываются относительно несложно:

Γ ⊢𝑀 : 𝜙

Γ ⊢ 𝜄𝜙∨𝜓1 (𝑀) : 𝜙 ∨ 𝜓
Γ ⊢𝑀 : 𝜓

Γ ⊢ 𝜄𝜙∨𝜓2 (𝑀) : 𝜙 ∨ 𝜓
Γ ⊢ 𝐿 : 𝜙 ∨ 𝜓 Γ, 𝑥 : 𝜙 ⊢𝑀 : 𝜗 Γ, 𝑦 : 𝜓 ⊢ 𝑁 : 𝜗

Γ ⊢ (case 𝐿 of [𝑥]𝑀 or [𝑦]𝑁) : 𝜗

Для достижения полного соответствия нам остаётся решить вопрос с форму-
лой ⊥. Ясно, что термов соответствующего типа не существует (он ненаселён),
однако у нас есть правило удаления:

Γ ⊢ ⊥
(⊥E)

Γ ⊢ 𝜙

Чтобыего отразитьмывведёмв синтаксис выражение 𝜖𝜙(𝑀) со следующимсмыс-
лом: если𝑀 : ⊥, то 𝜖𝜙(𝑀)— это произвольное значение типа 𝜙. Получаем следу-
ющее правило вывода типов:

Γ ⊢𝑀 : ⊥
Γ ⊢ 𝜖𝜙(𝑀) : 𝜙

Подведём итог этого раздела, приведя соответствие терминологии формализ-
мов интуиционистской логики и 𝜆-исчисления:

∙ формула — тип;

∙ высказывательная переменная — типовая переменная;

∙ логическая связка — конструктор типа;

∙ импликация — пространство функций;

∙ конъюнкция — произведение;

∙ дизъюнкция — копроизведение;

∙ дно — ненаселённый (пустой) тип;

∙ доказательство — терм (программа);

∙ введение связки — конструктор значения;

∙ удаление связки — деструктор значения (геттер);

∙ доказуемость — населённость;

∙ теорема — населённый (замкнутый) тип.

На самом деле есть ещё одна параллель: нормализация доказательств, то есть
приведение их к наиболее эффективной короткой форме, в точности соответ-
ствует редукции термов, однако обсуждать подробности этой параллели у нас
возможности нет.

27



Соответствие Карри—Ховарда: от матлогики к программированию и обратно

3.3. Классическая логика и 𝜆𝜇-исчисление

В 1923 году Брауэр отверг закон исключённого третьего (и классическуюлогику
в целом), поскольку не нашёл для него эффективную вычислительную интерпре-
тацию. Это было сделано только в 90-е годы, разработанное тогда 𝜆𝜇-исчисление
оказалось способным выразить необходимые вычисления, именно оно соответ-
ствует классической логике по Карри—Ховарду.

Определение. Пусть𝐴—бесконечноемножество адресов (перебирается буквой 𝑎),
𝑉 —множество переменных (перебирается буквой 𝑥), Φ—множество формул (ти-
пов) импликативного фрагмента с константой ⊥ (перебирается буквой 𝜎). Опре-
делим множество 𝜆𝜇-термов следующим правилом:

𝑀 ::= 𝑥 | (𝑀𝑀) | (𝜆𝑥 : 𝜎 .𝑀) | ([𝑎]𝑀) | (𝜇𝑎 : ¬𝜎.𝑀)

Операция [𝑎]𝑀 называется применением адреса, а 𝜇𝑎 : ¬𝜎𝑀 — абстракцией ад-
реса. С вычислительной точки зрения они совместно образуют канальное устрой-
ство. В терме вида 𝜇𝑎 : ¬𝜎. · · · [𝑎]𝑀 · · · адрес 𝑎 трактуется как канал, по которому
терм𝑀 переносится из точки [𝑎]𝑀 в 𝜇𝑎 : ¬𝜎 . . . . Грубо говоря, значением исход-
ного терма в целом становится𝑀 . Такого сорта устройства обычно называют пе-
реходами и инструкциями передачи управления.
Для корректности типизации нам понадобится ввести два новых правила вы-

вода:
Γ, 𝑎 : ¬𝜎 ⊢𝑀 : ⊥

Γ ⊢ (𝜇𝑎 : ¬𝜎.𝑀) : 𝜎

Γ, 𝑎 : ¬𝜎 ⊢𝑀 : 𝜎

Γ, 𝑎 : ¬𝜎 ⊢ ([𝑎]𝑀) : ⊥

Мы видим, что негативные типы используются для передаваемых по каналу зна-
чений, это необходимо для различения обычного хода значений в 𝜆-исчислении
и их перемещения через канальное устройство.
Мы не будем подробно обосновывать соответствие 𝜆𝜇-исчисления классиче-

ской логике, ограничившись лишь примером 𝜆𝜇-терма, населяющего тип ((𝑝 →
𝑞) → 𝑝) → 𝑝 (закон Пирса), который, как известно, не верен в интуиционистском
смысле:

𝜆𝑥 : (𝑝→ 𝑞) → 𝑝 . 𝜇𝑎 : ¬𝑝.[𝑎](𝑥(𝜆𝑧 : 𝑝 . 𝜇𝑏 : ¬𝑞.[𝑎]𝑧))

В этом терме видно, как аргумент 𝑧 типа 𝑝 с помощью канального устройства
переносится из точки [𝑎]𝑧 в конце терма в тело внешней абстракции и становится
результатом вычисления.

3.4. Упражнения

1. Выпишите𝜆-термыили𝜆𝜇-термы, соответствующиеформулампервого упраж-
нения первого занятия.

2. Проверьте, являются ли следующиеформулы теоремами интуиционистско-
го исчисления высказывания (населены ли соответствующие типы):

а) ((𝑝→ 𝑞) → 𝑟) → (𝑝→ 𝑟) → 𝑟;

б) ((((𝑝→ 𝑞) → 𝑟) → (𝑝→ 𝑟) → 𝑟) → 𝑞) → 𝑞.
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4. Интерактивное доказательство теорем
в системе COQ

4.1. Продвинутые системы типизации и 𝜆-куб Барендрегта

Простое типизированное 𝜆-исчисление (и, соответственно, интуиционистское
исчисление высказываний) — это крайне простая модель, призванная в первую
очередь служить основой для более развитых систем типизаций (и, соответствен-
но, логик). В 1989 Хенк Барендрегт объединил существующие на тот момент ло-
гические системы в единую схему, изображённую на рис. 3, получив так называ-
емый 𝜆-куб. Каждая стрелка куба демонстрирует расширение системы в начале
стрелки какими-то дополнительными возможностями, при этом всё начинается
с 𝜆→, то есть простого типизированного 𝜆-исчисления. От 𝜆→ отходят три стрел-
ки, соответствующие трём ключевым расширениям:

∙ Исчисление высказываний второго порядка (𝜆2), которое известно также
как System F, позволяет навешивать на типы квантор всеобщности, что в
свою очередь позволяет универсально типизировать термы 𝜆𝑥 . 𝑥 : ∀𝜏.𝜏 → 𝜏 .

∙ Система 𝜆𝜔 вводит операторы на типах путём добавления абстракций (Λ) и
применений (𝜏 [𝑡]) на типах, что позволяет использовать типы вида «вектор
целых» — здесь тип «вектор целых» зависит от другого типа «целое» и стро-
ится с помощью конструктора типа «вектор».

∙ Система 𝜆𝑃 —это система с зависимымитипами, то есть типами, зависящи-
ми от значений (термов), например, «вектор размера 5» — здесь мы полу-

Рис. 3: 𝜆-куб Барендрегта.
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чаем возможность на уровне системы типов контролировать размеры век-
торов, векторы разных размеров имеют разные типы.

Все остальные системы 𝜆-куба образованы различными комбинациями этих
расширений. Например 𝜆𝜔 (System F𝜔) объединяет кванторы на типах с опера-
циями на типах, что позволяет использовать почти полноценные полиморфные
функции на типах. Интересно, что долгое время эта система находилась в основе
внутреннего представления для программ на языке программирования Haskell:
в это внутреннее представление компилировался исходный код. Сейчас это не
совсем так, но следы системы F𝜔 в коде компилятора можно найти по-прежнему.
Наиболее развитой в 𝜆-кубе системой является дальняя верхняя правая вер-

шина, в которую сходятся все стрелки, — это 𝜆𝑃𝜔, также известная как исчис-
ление конструкций (Calculus of Constructions). Этот формализм был разработан
в 1984 году французским логиком Тьери Кокандом, немного позже он был обо-
гащён индуктивными определениями, как, к примеру, в следующем определе-
нии натурального числа: натуральное число 𝑛— это либо 𝑍 (zero, ноль), либо 𝑆 𝑚
(следующее за натуральным числом𝑚). Полученный таким образом формализм
называется исчислением индуктивных конструкций или исчислением конструк-
ций с индуктивными определениями и традиционно обозначается CIC (Calculus
of Inductive Constructions или Calculus of Constructions with Inductive Definitions).
Исчисление CIC представляет собой фундамент системы интерактивных дока-

зательств COQ, работа с ним происходит в точности по Карри—Ховарду: мы фор-
мулируем теоремы и пишем их доказательства (с помощью программы COQ), по-
сле чего можем извлечь из них программы (𝜆-термы) нужных нам типов. Иногда
мы, наоборот, пишем программы, но они легко интерпретируются как доказа-
тельства теорем.

4.2. Пример использования системы COQ

В этом разделе мы ни в коем случае не пытаемся изучить COQ, мы лишь хотим
посмотреть на то, как он работает, на примере решения простой программист-
ской задачи.Мы хотим реализовать функцию сортировки вставками, но так, что-
бы она была сертифицированной, то есть имела доказательство корректности.
Попытаемся сначала сформулировать как можно более точную спецификацию

для функции сортировки. Будем считать, что на вход она должна принимать спи-
сок целых чисел, а возращать также список целых чисел. Достаточно ли этого?
Очевидно, нет. Как минимум, необходимо потребовать, чтобы результат функ-
ции был упорядоченным списком. Но и этого не хватит: функция, всегда возвра-
щающаяпустой список, будет удовлетворять такой спецификации.Давайте доба-
вим ещё одно требование: результирующий список должен быть перестановкой
исходного, то есть каждый из элементов должен входить в него столько же раз,
сколько и в исходный. Окончательно получаем, что функция сортировки должна
по заданному списку возвращать упорядоченный список, являющийся переста-
новкой исходного.
Теперь посмотрим на исходный код в системе COQ, который представляет со-

бой сертифицированнуюреализациюфункции сортировкивставками. Здесь важ-
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но, что большая часть доказательств ориентирована именно на такой метод сор-
тировки.
Мыначинаем с импорта необходимых библиотек: нам нужна работа со списка-

ми и целыми числами (например, нам неоднократно понадобятся разрешающие
процедуры для сравнения целых чисел на равенство), причём все переменные по
умолчанию мы хотим считать именно целыми числами.

Require Import List.
Require Import ZArith.
Open Scope Z_scope.

Определим теперь понятие упорядоченности списка: таковым мы считаем пу-
стой список, одноэлементный список, а также упорядоченный список, в начало
которого добавлена правильным образом упорядоченная пара элементов (фак-
тически, мы здесь описали словами три элемента индуктивного типа данных —
высказывания sorted, зависящего от типа целочисленного списка. Мы также
хотим, чтобы соответствующие доказательства использовались при автоматиче-
ском поиске, для этого мы добавляем их в базу данных доказательств sort ко-
мандой Hint.

Inductive sorted : list Z -> Prop :=
| sorted0 : sorted nil
| sorted1 : forall z:Z, sorted (z :: nil)
| sorted2 :

forall (z1 z2:Z) (l:list Z),
z1 <= z2 ->
sorted (z2 :: l) -> sorted (z1 :: z2 :: l).

Hint Resolve sorted0 sorted1 sorted2 : sort.

Сформулированное выше свойство списка обладает свойством инверсии: упо-
рядоченныйсписок безпервого элемента остаётся упорядоченным. Здесьидалее
детали доказательств мы будем оставлять без комментариев.

Theorem sorted_inv : forall (z:Z) (l:list Z),
sorted (z :: l) -> sorted l.

Proof.
inversion 1; auto with sort.
Qed.

Для проверки перестановочности двух списков реализуем функцию подсчёта
количества вхождений заданного элемента в список. Это чисто программистская
часть работы. В алгоритме мы смотрим на вершину списка и сравниваем её с за-
данным элементом, используя для этого разрешающуюпроцедуру Z_eq_dec для
проверки на равенство (decidability of equality for Z). Реализованную функцию
мы для надёжности «тестируем» на паре примеров с помощью команды Eval,
результаты вычисления этих примеров отображаются в интерактивном режиме
работы с COQ.

31



Соответствие Карри—Ховарда: от матлогики к программированию и обратно

Fixpoint nb_occ (z:Z) (l:list Z) {struct l} : nat :=
match l with
| nil => 0%nat
| (z’ :: l’) =>

match Z_eq_dec z z’ with
| left _ => S (nb_occ z l’)
| right _ => nb_occ z l’
end

end.

Eval compute in (nb_occ 3 (3 :: 7 :: 3 :: nil)).

Eval compute in (nb_occ 36725 (3 :: 7 :: 3 :: nil)).

Обратимся теперь к свойству «быть перестановкой». Мы вводим соответству-
ющее отношение на списках и доказываем, что оно является отношением экви-
валентности (то есть рефлексивным, симметричными транзитивным). Обратите
внимание на то, насколько естественно дано определение этого отношения: два
списка эквивалентны, если количества вхождений любого целого числа в эти спис-
ки равны. Доказательства двух первых свойств тривиальны, а последнее требует
явного обращения к транзитивности равенства для целых чисел.

Definition equiv (l l’:list Z) :=
forall z:Z, nb_occ z l = nb_occ z l’.

Hint Unfold equiv.

Lemma equiv_refl : forall l:list Z, equiv l l.
Proof.

auto.
Qed.

Lemma equiv_sym :
forall l l’:list Z, equiv l l’ -> equiv l’ l.

Proof.
auto.

Qed.

Lemma equiv_trans :
forall l l’ l’’:list Z,
equiv l l’ -> equiv l’ l’’ -> equiv l l’’.

Proof.
unfold equiv.
intros.
eapply trans_eq; auto.

Qed.

Сформулируемидокажемещёдва свойства введённогоотношения эквивалент-
ности: а) добавление одного и того же целого числа в начало двух эквивалентных
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списков оставляет их эквивалентными; б) если два списка эквивалентны, то до-
бавление к нимпарыцелых чисел в различномпорядке оставляет их эквивалент-
ными.

Lemma equiv_cons :
forall (z:Z) (l l’:list Z), equiv l l’ ->

equiv (z :: l) (z :: l’).
Proof.

unfold equiv.
intros.
simpl; destruct (Z_eq_dec z0 z); auto.

Qed.

Lemma equiv_perm :
forall (a b:Z) (l l’:list Z),

equiv l l’ ->
equiv (a :: b :: l) (b :: a :: l’).

Proof.
unfold equiv.
intros.
simpl; destruct (Z_eq_dec z a); destruct (Z_eq_dec z b); auto.

Qed.

Hint Resolve equiv_cons equiv_refl equiv_perm : sort.

Ещё один фрагмент программирования: реализуем функцию, которая выпол-
няет вставку элемента в отсортированный список. Здесь мы начинаем использо-
вать разрешающую процедуру неравенств на целых числах (Z_le_gt_dec), ко-
торая позволяет разобрать каждый из двух случаев: «первое число меньше либо
равно второму» или «первое число больше второго».

Fixpoint ins_sorted (z:Z) (l:list Z) : list Z :=
match l with
| nil => z :: nil
| a :: l’ =>

match Z_le_gt_dec z a with
| left _ => z :: a :: l’
| right _ => a :: (ins_sorted z l’)
end

end.

Реализованная функция ins_sorted должна удовлетворять ряду свойств: а)
вставка элемента в начало некоторого списка и вставка элемента в список этой
функцией должны формировать эквивалентные списки; б) результат примене-
ния функции вставки должен быть упорядоченным списком при условии, что ис-
ходный список был упорядочен. Доказательства соответствующих утверждений
активно используют разбор возможных случаев и автоматический поиск доказа-
тельств.
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Lemma ins_sorted_equiv : forall (l:list Z) (x:Z),
equiv (x :: l) (ins_sorted x l).

Proof.
induction l as [|a l0 H]; simpl; auto with sort.
intros.
destruct (Z_le_gt_dec x a); auto with sort.
apply equiv_trans with (a :: x :: l0); auto with sort.
Qed.

Lemma ins_sorted_sorted :
forall (l:list Z) (x:Z), sorted l ->

sorted (ins_sorted x l).
Proof.
induction 1; simpl.
constructor.
destruct (Z_le_gt_dec x z); auto with sort zarith.
destruct (Z_le_gt_dec x z1); auto with sort zarith.
simpl in IHsorted.
destruct (Z_le_gt_dec x z2); auto with sort zarith.
Qed.

Вся подготовительная работа проделана, теперь мы можем дать определение
функции сортировки. Обратите внимание на формулировку, мы здесь практи-
чески дословно повторяем спецификацию функции сортировки из начала этого
раздела. Фигурные скобки в определенииможно читать как квантор существова-
ния: «для любого списка целых чисел l существует список l’, являющийся пе-
рестановкой исходного (эквивалентентен ему) и при этом упорядоченный».

Definition sort :
forall l:list Z,

{l’ : list Z | equiv l l’ /\ sorted l’}.
induction l as [| a l IHl].
exists (nil (A := Z)); split; auto with sort.
case IHl; intros l’ [H0 H1].
exists (ins_sorted a l’); split.
apply equiv_trans with (a :: l’); auto with sort.
apply ins_sorted_equiv.
apply ins_sorted_sorted.
auto.
Defined.

Для определённой таким образом функции сортировки можно извлечь код на
одном из нескольких языков программирования общего назначения, например,
на Haskell.

Extraction Language Haskell.
Extraction "insert_sort" ins_sorted sort.
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Использованная и рекомендованная литература

Первые три занятия этого курса являются адаптированными существенно сокра-
щённым изложением первых шести глав книги:

∙ M. H. Sørensen, P. Urzyczyn. Lectures on the Curry—Howard Isomorphism.
Elsevier, 2006.

Пример сертифицированной функции сортировки вставками взят в несколько
упрощённом виде из книги:

∙ Y. Bertot, P. Casteran. Interactive Theorem Proving and Program Development.
Coq’Art: Calculus of Inductive Constructions. Springer, 2004.

Впрочем, изучениеCOQ удобнее всегоначинать спомощьюинтерактивного учеб-
ника:

∙ B. Pierce et al. Software Foundations.
URL: http://softwarefoundations.cis.upenn.edu/

Простое введение в теорию языков программирования можно найти в книге:

∙ Ж. Довек, Ж.-Ж. Леви. Введение в теорию языков программирования. ДМК
Пресс, 2013.

В качестве достаточно глубокого введения в проблематику теории типов с точки
зрения языков программирования рекомендуем учебник:

∙ Б. Пирс. Типы в языках программирования. Лямбда Пресс, Добросвет, 2011.

Увереннымвсобственнойматематической зрелостиможнообратиться такжекоб-
ширной монографии:

∙ Д. Митчелл. Основания языков программирования. РХД, 2010.

Для более глубокого изучения 𝜆-исчисления как в бестиповом, так и в типизиро-
ванном вариантах можно использовать книгу:

∙ J. R. Hindley, J. P. Seldin. Lambda Calculus and Combinators. 2nd ed. Cambridge
Uni versity Press, 2008.
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