
Îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû è íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïóòè.

Ëèñòîê 2.

Ïîâòîðåíèå. Øåñòèóãîëüíèê íàðèñîâàí íà êëåò÷àòîé áóìàãå. Íà ðèñóíêå,
ïðèâåä¼ííîì íèæå, èçîáðàæåíû íåñêîëüêî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé, íà÷èíàþ-
ùèõñÿ â êàæäîì óçëå êðàéíåé ëåâîé ñòîðîíû øåñòèóãîëüíèêà, è çàêàí÷èâàþ-
ùèõñÿ â êàæäîì óçëå êðàéíåé ïðàâîé ñòîðîíû. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ðîâ-
íî deti,j=1,...,N [CS+i−j

T ] ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ íåïåðåñåàþùèõñÿ ïóòåé (ïàðàìåòðû S
è T îïðåäåëÿþòñÿ ðàçìåðàìè øåñòèóãîëüíèêà; èõ îïðåäåëåíèå è ôîðìàëüíàÿ
ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è ïðèâåäåíû ïîä ðèñóíêîì).

*âûðàæåíèåì deti,j=1,...,N [CS+i−j
T ] îáîçíà÷àåòñÿ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, íà ïå-

ðåñå÷åíèè i-îé ñòðîêè è j-îãî ñòîëáöà êîòîðîé ñòîèò áèíîìèàëüíûé êîýôôèöè-
åíò CS+i−j

T .

Ðàññìîòðèì öåëî÷èñëåííóþ ðåøåòêó Z2 íà ïëîñêîñòè (t, x) è äâà íàáîðà òî-
÷åê íà íåé, Xi = (0, i− 1) è Yi = (T, S + i− 1), ãäå èíäåêñ i ìåíÿåòñÿ îò 1 äî
íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî N , à T è S - íåêîòîðûå ôèêñèðîâàííûå ïàðàìåòðû.
Ðàññìîòðèì âñå íàáîðû èç N íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé, ïðîõîäÿùèõ ïî óçëàì
ðåøåòêè, ïðè ýòîì i-é ïóòü ñîåäèíÿåò Xi è Yi. Ïóòè ÿâëÿþòñÿ ëîìàíûìè, ó êî-
òîðûõ êàæäîå çâåíî åñòü îòðåçîê ñ ëåâûì êîíöîì (t, x) ∈ Z2 è ïðàâûì êîíöîì
(t + 1, x) èëè (t + 1, x + 1). Èíûìè ñëîâàìè, ïóòè ñîñòîÿò èç ãîðèçîíòàëüíûõ
îòðåçêîâ è îòðåçêîâ, íàêëîíåííûõ ïîä óãëîì 45 ãðàäóñîâ, ïðè÷åì ïðè äâèæå-
íèè âäîëü ïóòè t-êîîðäèíàòà âîçðàñòàåò, à x-êîîðäèíàòà íå óáûâàåò. Äîêàæèòå,
÷òî ñóùåñòâóåò ðîâíî deti,j=1,...,N [CS+i−j

T ] ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ íåïåðåñåàþùèõñÿ
ïóòåé.

1) Âåðòèêàëüíàÿ ñðåçêà. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè t è íàáîð òî÷åê Z1, ..., ZN ñ êîîðäèíàòàìè (t, zi) ñîîòâåòñòâåííî (áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî zi óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ). Îïðåäåëåíà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî íàø íàáîð ïóòåé ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè Zi, îáîçíà÷èì å¼ Pt(z1, ..., zN) (âñå
íàáîðû ïóòåé ðàâíîâåðîÿòíû). Íàéä¼ì ýòó âåðîÿòíîñòü.
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1à) Ôîðìóëà Êàðëèíà-ÌàêÃðåãîðà. Êîëè÷åñòâî íàáîðîâ íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè (t1, ai) è (t2, bi) , ãäå i ìåíÿåòñÿ îò 1 äî N ,

ðàâíî deti,j=1,...,NC
(bi−aj)
(t2−t1) .

1b) Âîñïîëüçîâàâøèñü ïóíêòîì 1à ïîêàæèòå, ÷òî

Pt(z1, ..., zN) =
deti,j=1,...,n[C

zi+1−j
t ]deti,j=1,...,n[C

S+i−1−zj
T−t ]

deti,j=1,...,n[CT
S+i−j ]

.

1c) Äîêàæèòå, ÷òî âûðàæåíèå, ïðèâåä¼ííîå â ïóíêòå 1b ðàâíî
ΠN≥j>i≥1(zi − zj)2ΠN

i=1
1

zi!(t−zi−N−1)!(S−zi+N−1)!(T−t−S+zi)!

∗ΠN
i=1

(t+1)i−1(T−t+1)i−1(S−i+N)!(T−S+i−1)!
(T+1)i−1(i−1)! ∗ ( t!(T−t)!

T !
)N ,

ãäå (a)i = a(a+ 1) . . . (a+ i− 1).
1d) Ïðåîáðàçóÿ âûðàæåíèå èç 1b ïîëó÷èòå âûðàæåíèå
1
Z

ΠN≥j>i≥1(zi−zj)2ΠN
i=1(

(1−S−N)zi (S−T−N+1)t+N−1−zi

zi!(t+N−1−zi)! , ãäå Z - íîðìèðîâî÷íàÿ êîí-
ñòàíòà.

Âûðàæåíèÿ (
(1−S−N)zi (S−T−N+1)t+N−1−zi

zi!(t+N−1−zi)! äëÿ z = 0, 1, 2 . . . t + N − 1 çàäàþò
âåñîâóþ ôóíêöèþ äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ Õàíà.

2a) Äîêàæèòå èëè âñïîìíèòå, îáðàòíàÿ ìàòðèöà êâàäðàòíîé íåâûðîæåííîé
ìàòðèöû A èìååò ñëåäóþùèé âèä: A−1 = 1

det(A)
adj(A), ãäå adj(A) ìàòðèöà, ñî-

ñòàâëåííàÿ èç àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû AT .
2b) Äîêàæèòå, ÷òî ìèíîðû ìàòðèöû A−1 ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà è äîìíîæåíèÿ

íà detA ðàâíû äîïîëíÿþùèì ìèíîðàì â ìàòðèöå A (äëÿ âûáðàííîãî ìèíîðà äî-
ïîëíÿþùèé ìèíîð - ìèíîð, îáðàçîâàííûé âñåìè ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè, êîòîðûå
íå âîøëè â âûáðàííûé ìèíîð).

3) Óïðàæíåíèå èç ëåêöèè. Äîêàæèòå, ÷òî
det(1+(gχX\Y0−1)K

det(1−χY0
K)

= det(1 + (g − 1)KY0), ãäå KY0 = χX\Y0K(1− χY0K)−1
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