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Последовательность Гудстейна для x ∈ N определяется правилом
x0 := x и xn+1 = Gn+2(xn) − 1, где Gm(y) есть результат замены m 7→
m + 1 в полном разложении y по основанию m. Слабая последователь-
ность Гудстейна определяется аналогично для обычного разложения по
основанию m.

1. Докажите, что слабая последовательность Гудстейна, начинающа-
яся с любого натурального числа, обрывается.

2. (Поведение сильной последовательности Гудстейна, спасибо Федо-
ру Когану, задавшему вопрос)

Пусть x0, x1, x2, . . . — последовательность Гудстейна для x = x0 и
Goodstein(x) равно минимальному n ∈ N для которого xn = 0.

(a) Вычислите точные значения функции Goodstein(2) и Goodstein(3).

Проверьте, верны ли следующие утверждения:

(b) Последовательность Гудстейна xk можно разделить на три ин-
тервала: строгого возрастания, постоянства, и строгого убы-
вания последовательности (вплоть до нуля).

(c) Длина интервала убывания примерно равна длине интервала
неубывания (то есть, G(x)/2).

(d) Длина интервала постоянства примерно равна длине интерва-
ла возрастания.

(e) Чему равно максимальное значение xk?

1


