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Â ýòîì ëèñòêå K îáîçíà÷àåò ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü.
Çàäà÷à. Ïóñòü γ = 2 Id � ñêàëÿðíàÿ ìàòðèöà. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò

íåïîñòîÿííîãî ìíîãî÷ëåíà, èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî γ.
Çàäà÷à. Ïóñòü G = {−Id, Id}.

(à) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî G òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ó íåãî îòñóòñòâóþò îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû íå÷åòíûõ ñòåïåíåé.
(á) Äîêàæèòå, ÷òî âñå èíâàðèàíòíûå ìíîãî÷ëåíû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìíîãî÷ëå-
íû x2, xy, y2 è êîíñòàíòû ïðè ïîìîùè îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.
(â) Íå ñóùåñòâóåò äâóõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãî÷ëåíîâ òàêèõ, ÷òî âñå èíâàðèàíò-
íûå ìíîãî÷ëåíû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íèõ è êîíñòàíòû. (Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå
âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå.)
Çàäà÷à. Íàéäèòå âñå èäåàëû (à) â ïîëå; (á) â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé

ïåðåìåííîé.
Çàäà÷à. Ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïîëåK � ýòî ôóíêöèÿ,

ÿâëÿþùàÿñÿ îòíîøåíèåì äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ïóñòü A � êîëüöî ðàöèîíàëüíûõ
ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ â íóëå, òî åñòü ôóíêöèé âèäà f/g, ãäå f è g � ìíîãî-
÷ëåíû, ïðè÷åì g(0) 6= 0. Äîêàæèòå, ÷òî:
(a) A � êîëüöî;
(á) êîëüöî A íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì íàä K;
(â) êîëüöî A � íåòåðîâî.
Çàäà÷à. (à) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí xn ∈ K[x1, . . . , xn] íå ñîäåðæèòñÿ â

èäåàëå, ïîðîæäåííîì ìíîãî÷ëåíàìè x1, . . . , xn−1. (Óêàçàíèå: ïðåäïîëîæèòå ïðî-
òèâíîå, è ïîäñòàâüòå x1 = . . . = xn−1 = 0, xn = 1 â ñîîòâåòñòâóþùåå ðàâåíñòâî.)
(á) Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ íå
ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâûì.
Çàäà÷à. Òåîðåìà: åñëè A � íåòåðîâî êîëüöî, òî A[x] (êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ ñ

êîýôôèöèåíòàìè èç A) � òîæå íåòåðîâî. Öåëü ýòîé çàäà÷è � äîêàçàòü òåîðåìó.
Èòàê, ïóñòü a � èäåàë â A[x].
(a) Îáîçíà÷èì ÷åðåç b ìíîæåñòâî âñåõ ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ
(âñåõ ñòåïåíåé) èç a. Òîãäà b � èäåàë.
(á) Ïóñòü b = (b1, . . . , bn) è ïóñòü fi ∈ a � ìíîãî÷ëåí ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåí-
òîì bi. Ïóñòü N � ìàêñèìàëüíàÿ èç ñòåïåíåé ìíîãî÷ëåíîâ fi. Äîêàæèòå, ÷òî
äëÿ ëþáîãî g ∈ a íàéäåòñÿ h òàêîé, ÷òî g − h ∈ (f1, . . . , fn) è deg h < N .
(â) Ïóñòü ai � ìíîæåñòâî ñòàðøèõ ÷ëåíîâ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëüøå i.
Äîêàæèòå, ÷òî ai � èäåàë.
(ã) Äîêàæèòå òåîðåìó.
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