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Ãëàâà 1

Äèàãðàììû Þíãà

Ãîâîðÿ î íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, ðàçáèåíèå (àíãë. � partition) � ýòî ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà â
âèäå ñóììû íåñêîëüêèõ ÷èñåë. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäîáíûì îáðàçîì ÷èñëî ìîæåò áûòü "ðàçî-
áðàíî" íà ñëàãàåìûå ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Äåéñòâèòåëüíî,

11 = 1 + 1 + 1 + 3 + 5

èëè æå
11 = 6 + 4 + 1.

Â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ, ïðè ðàçáèåíèè èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òîëüêî ñîñòàâ
ñëàãàåìûõ, íî íå èõ ïîðÿäîê. Ïîýòîìó, íàïðèìåð

11 = 7 + 2 + 1 + 1

è
11 = 2 + 1 + 7 + 1

ïðèíÿòî ñ÷èòàòü îäíèì è òåì æå ðàçáèåíèåì, êîòîðîå äàëåå áóäåì ïðåäñòàâëÿòü â âè-
äå ñóììû íåâîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë. Åñëè ñ÷èòàòü åäèíèöó çà áàçîâûé
"ñòðîèòåëüíûé ýëåìåíò" íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,

1 =

òî êàæäîå ÷èñëî ìîæíî íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü ãðàôè÷åñêè â âèäå êèðïè÷èêîâ-êëåòîê åäè-
íèö, îáúåäèíåííûõ âìåñòå. Â ÷àñòíîñòè, Äèàãðàììû Þíãà (àíãë. � Young tableaux, ÷àñòî
òàêæå íàçûâàåìûå Äèàãðàììàìè Ôåððàðà, àíãë. � Ferrar's diagrams èëè ïðîñòî Ferrars)
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10 == 3+2+2+1+1+1

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñïîñîá ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íå òîëüêî ñàìîãî ÷èñëà, íî è åãî
ðàçáèåíèÿ.

Èäåÿ òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î÷åâèäíà èç ðèñóíêà: ÷èñëî êëåòîê â ïåðâîé ñòðîêå, íå èìå-
þùèõ ïîä ñîáîé äðóãèõ êëåòîê � åñòü ÷èñëî åäèíèö â äàííîì ðàçáèåíèè; ÷èñëî êëåòîê â
ïåðâîé ñòðîêå, èìåþùèõ ïîä ñîáîé òîëüêî îäèíó êëåòêó � åñòü ÷èñëî äâîåê â ðàçáèåíèè
è.ò.ä. Äîáàâèâ òðåáîâàíèå, ÷òîáû âûñîòà ñòîëáöîâ â êàæäîé äèàãðàììå ìîãëà ðàçâå ÷òî
òîëüêî óâåëè÷èâàòüñÿ ïðè ïåðåìåùåíèè ñëåâà-íàïðàâî, ïîëó÷èì îäíîçíà÷íîå ïðåäñòàâëå-
íèå êàæäîãî ðàçáèåíèÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N äèàãðàììîé Þíãà. Äàëåå, äèàãðàììó λ
ñîñòîÿùóþ èç N êëåòîê áóäåì íàçûâàòü äèàãðàììîé ðàçìåðà N .

Ïîíÿòíî òî, ÷òî êàæäàÿ äèàãðàììà ðàçìåðà N ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïóòåì äîáàâëåíèÿ
ê îäíîé èç äèàãðàìì ðàçìåðà N − 1 äîïîëíèòåëüíîé êëåòêè ñïðàâà â îäíîé èç ñòðîê.
Ìåæäó òåì, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð, òàêèõ "äèàãðàìì-ïðåäøåñòâåííèö" ìî-
æåò îêàçàòüñÿ íåñêîëüêî!

=

Áåçóñëîâíî, ïðè äîáàâëåíèè íîâîé êëåòêè â ñòðîêè íà÷èíàÿ ñî âòîðîé, ñëåäóåò îáðà-
òèòü âíèìàíèå ÷òîáû íàä äîáàâëåíîé êëåòêîé íå áûëî ïóñòîãî ïðîñòðàíñòâà. Òåïåðü, åñëè
íà÷àòü ñòðîèòü äèàãðàììû, âçÿâ çà îñíîâó äèàãðàììó ðàçìåðà îäèí, òî ìû ïîëó÷èì ãðàô,
ïîäîáíûé èçîáðàæåííîìó íà Ðèñóíêå 1.1. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ïðîäîëæàòü ïîñòðîå-
íèå ãðàôà, òî êðàéíèìè ñëåâà âñåãäà áóäóò ñòîÿòü äèàãðàììû, ñîîòâåòñâóþùèå ðàçáèåíèþ

N = N

à ñïðàâà ðàçáèåíèþ
N = 1 + 1 + +1︸ ︷︷ ︸

N ðàç

.

Èç âåðøèíû ãðàôà â òàêèå äèàãðàììû áóäåò âåñòè âñåãäà òîëüêî îäèí ïóòü. Â òî æå
âðåìÿ äëÿ äèàãðàìì îäíîãî ðàçìåðà, íàèáîëüøèì ÷èñëîì ïóòåé, î÷åâèäíî, áóäóò õàðàêòå-
ðèçîâàòüñÿ äèàãðàììû ðàñïîëîæåííûå áëèæå ê öåíòðó â ñîîòâåòñòâóþùåì ÿðóñå ãðàôà.
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Î÷åâèäíî, â ñëó÷àå íå÷åòíîãî ðàçìåðà ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïóòåé áóäåò èìåòü îäíà äèà-
ãðàììà, à â ñëó÷àå ÷åòíîãî ðàçìåðà � äâå.

Ðèñ. 1.1: Ãðàô ïóòåé äèàãðàìì Þíãà äî ðàçìåðíîñòè N = 4

Åñëè òåïåðü ïîïûòàòüñÿ ââåñòè âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó µ(λ) äëÿ äèàãðàìì îäíîãî è òîãî
æå ðàçìåðà, òî ëîãè÷íî áûëî áû ïðèäàòü áîëüøóþ âåðîÿòíîñòü òåì äèàãðàììàì, â êîòî-
ðûå âåäåò áîëüøåå ÷èñëî ïóòåé, òî åñòü ëåæàùèì áëèæå ê öåíòðó. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
íà÷àòü äâèãàòüñÿ âíèç ïî ãðàôó íà÷èíàÿ ñ âåðøèíû, è ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íî ñ ðàâíîé
âåðîÿòíîñòüþ âûáèðàòü íà êàæäîì ÿðóñå ïóòü íàïðàâî èëè íàëåâî, òî ïîñëå êîíå÷íîãî
÷èñëà øàãîâ ìû ñ áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ ïîïàäåì â îäíó èç äèàãðàìì öåíòðàëüíîé ÷à-
ñòè ÿðóñà, íåæåëè ÷åì â äèàãðàììó ðàñïîëîæåííóþ "íà ïåðèôåðèè". Â ýòîé ðàáîòå íàñ
ïðåæäå âñåãî áóäåò èíòåðåñîâàòü âîïðîñ: ñðåäè âñåõ äèàãðàìì çàäàííîãî ðàçìåðà N êàêóþ
ôîðìó áóäåò èìåòü äèàãðàììà èìåþùàÿ íàèáîëüøåå ÷èñëî âåäóùèõ â íåå ïóòåé? Âåçäå
äàëåå, åñëè ìû õîòèì ïîä÷åðêíóòü ðàçìåð äèàãðàììû λ, áóäåì îáîçíà÷àòü åå λN . Òàêæå,
ââåäÿ îáîçíà÷åíèå äëÿ ÷èñëà ïóòåé âåäóùèõ â äèàãðàììó êàê dimλ (ðàçìåðíîñòü äèà-
ãðàììû), îïðåäåëèì òàê íàçûâàåìóþ ìåðó Ïëàíøåðåëÿ, êîòîðîé è áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ â
äàëüíåéøåì:1

µ(λ) =
dim2 λ

N !
. (1.1)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âîçìîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ðàçìåíîñòè dimλ, ñíîâà îáðàòèìñÿ ê ïîñòðîåíèþ
äèàãðàìì ïóòåì äîáàâëåíèÿ êëåòîê. Åñëè, ñïóñêàÿñü ïî ãðàôó âíèç ê âûáðàííîé äèàãðàì-

1Èñïîëüçîâàíèå âûðàæåíèÿ dim, êàê è òåðìèíà "ðàçìåðíîñòü" çäåñü îáóñëîâëåííî ñâÿçüþ ñ òåîðèåé

ïðåäñòàâëåíèé. Äåéñâèòåëüíî, ÷èñëî ïóòåé, âåäóùèõ â äèàãðàììó λ åñòü íè ÷òî èíîå, êàê ðàçìåðíîñòü

ñîîòâåòñòâóþùåãî åé ïðåäñòàâëåíèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê n ñèìâîëîâ.
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ìå λ ìû áóäåì êàæäûé ðàç íóìåðîâàòü âíîâü äîáàâëÿåìûå êëåòêè, óâåëè÷èâàÿ íà êàæäîì
ýòàïå ñïóñêà íóìåðàöèþ íà åäèíèöó, òî ïîëó÷èì íîâîå îáîçíà÷åíèå äèàãðàìì ñ òî÷íîñòüþ
äî âåäóùåãî â íèõ êîíêðåòíîãî ïóòè (Ðèñóíîê 1.2). Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïðè òàêîé íóìå-
ðàöèè äîáàâëÿåìûõ êëåòîê, â êàæäîé ïîñòðîåííîé äèàãðàììå ïðè ñëåäîâàíèè ïî ñòðîêå
ñëåâà-íàïðàâî è ïî ñòîëáöó ñâåðõó-âíèç, íîìåðà ìîãóò òîëüêî âîçðàñòàòü. Òàêèì îáðàçîì,
÷èñëî ïóòåé dimλ, âåäóùèõ â äèàãðàììó çàäàííîé ôîìû è ðàçìåà N áóäåò ðàâíî ÷èñëó
ñïîñîáîâ ðàçìåùåíèÿ N ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóàëüíûõ ÷èñåë â åå êëåòêàõ òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû âûïîëíÿëîñü óêàçàííîå ïðàâèëî âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ.

1 1
1 1

1 1

1
1

1 1

2

2
2 2

2 2
2 2

3

1

2

3 3 3

3
3 3

4
4 4

1

2

3

4 4 4

5

5 5

5
6

6

Ðèñ. 1.2: Äâà ðàçëè÷íûõ ïóòè ïîñòðîåíèÿ äèàãðàììû ðàçìåðíîñòè N = 6

Ïîñëåäíåå ïîíÿòèå, êîòîðîå íàì ïîíàäîáèòñÿ íà íà÷àëüíîì ýòàïå � ýòî ïîíÿòèå êðþêà.
Êðþêîì êëåòêè � â äèàãàììå λ ÿâëÿòñÿ ñàìà êëåòêà �, à òàêæå âñå êëåòêè, ðàñïîëîæåí-
íûå îò íåå ñïðàâà â òîé æå ñòðîêå è ñíèçó â òîì æå ñòîëáöå. Ñîîòâåòñòâåííî, äëèíîé êðþêà

êëåòêè � íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ñîñòàâëÿþùèõ ýòîò êðþê êëåòîê. Â äàëüíåéøåì äëèíó êðþêà
êëåòêè � áóäåì îáîçíà÷àòü êàê h(�) (àíãë. � hook). Íà Ðèñóíêå 1.3 ïîêàçàí ïðèìåð êðþêà
îäíîé èç êëåòîê äèàãðàììû ðàçìåðà N = 33.

h( )=10

Ðèñ. 1.3: Ïðèìåð êðþêà äëèíû h = 10
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Îêàçûâàåòñÿ, ñ ïîìîùüþ çíà÷åíèé äëèí êðþêîâ, ðàçìåðíîñòü dimλ ìîæåò áûòü ïîëó-
÷åíà äëÿ ëþáîé äèàãðàììû ðàçìåðà N êàê

dimλ =
N !∏

�∈λ
h(�)

, (1.2)

ãäå â çíàìåíàòåëå ñòîèò ïðîèçâåäåíèå äëèí êðþêîâ âñåõ êëåòîê äèàãðàììû. Ïîäðîáíîå
äîêàçàòåëüñòâî ýòîé çàìå÷àòåëüíîé ôîðìóëû, íîñÿùåé èìÿ Ôðåéìà-Ðîáèíñîíà-Òðåëëà,
ìîæíî íàéòè â [2]. Ñîïîñòàâëÿÿ (1.1) ñ (1.2), ìîæíî çàïèñàòü

µ(λ) =
N !∏

�∈λ
h2(�)

. (1.3)

Â ñëåäóþùåé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå äèàãðàììû Þíãà è
ââåäåì ïîíÿòèå èíòåãðàëà êðþêîâ.

Â 1985 ãîäó Âåðøèê è Êåðîâ â ÑÑÑÐ è Ëîãàí è Øåïï â ÑØÀ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà
ñìîãëè ïîêàçàòü, ÷òî ñ ðîñòîì N ôîðìà äèàãðàìì ñ áîëüøèì âåñîì áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè
ñòðåìèòüñÿ ê îïðåäåëåííîìó âèäó. Äàëåå ìû ñìîæåì òî÷íî îïèñàòü ôîðìó ïðîèçâîëüíîé
äèàãðàììû λ ãðàôèêîì ñîîòâåòñòâóþùåé åé ôóíêöèè Lλ(x). Òîãäà òåîðåìó Âåðøèêà è
Êåðîâà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ:

µ{λ
∣∣∥∥Lλ(x)− Ω(x)

∥∥ > ε} −−−−→
N→∞

0,

ãäå Ω(x) � ôóíêöèÿ, ãðàôèê êîòîðîé êàê ðàç è îïðåäåëÿåò òàêóþ àñèìòîòè÷åñêóþ ôîðìó.
Òî åñòü äîëÿ äèàãðàìì, îòêëîíÿþùèõñÿ îò ïðåäåëüíîé ôîðìû, áóäåò ñòàíîâèòüñÿ íè÷òîæ-
íî ìàëîé. Â Ãëàâå 10 ìû äàäèì äðóãóþ ôîðìóëèðîâêó òàêîé òåîðåìû.

Íàìåòèì îñíîâíûå øàãè äîêàçàòåëüñòâà. Ñíà÷àëà â Ãëàâå 2 ìû ïðîëîãàðèôìèðóåì
âûðàæåíèå äëÿ ìåðû Ïëàíøåðåëÿ (1.3) ÷òîáû ïåðåéòè îò ïðîèçâåäåíèÿ â çíàìåíàòåëå ê
ñóììå. Â Ãëàâå 3 áóäåò äîêàçàíà ëåììà, óòâåðæäàþùàÿ ÷òî òàêàÿ ñóììà ìîæåò áûòü çà-
ìåíåíà èíòåãðàëîì, íàçûâàåìûì èíòåãðàëîì êðþêîâ. Â Ãëàâå 4 ìû ïðèáåãíåì ê ãîìîòåòè-
÷åñêîìó ñæàòèþ è ïîâîðîòó äèàãðàììû, ÷òî ïîçâîëèò íàì îïèñàòü åå ãðàíèöó ñ ïîìîùüþ
âûøåóïîìÿíóòîé ôóíêöèè Lλ(x). Â Ãëàâå 5 ìû îïèøåì ýêñòðåìàëü Ω(x), îïðåäåëÿþùóþ
ïðåäåëüíóþ ôîðìó äèàãðàìì. Â Ãëàâå 6 áóäåò äîêàçàíà åùå îäíà ëåììà, ïîçâîëÿþùàÿ
ïðåäñòàâèòü îòêëîíåíèå Lλ(x) îò ýêñòðåìàëè ÷åðåç èíòåãðàë êðþêîâ. Â Ãëàâå 7 áóäåò ïî-
êàçàíî, ÷òî òàêîå îòêëîíåíèå ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ñîáîëåâñêîé íîðìîé. Â Ãëàâå 8 ìû
âûäåëèì îïðåäåëåííûé ïîäêëàññ äèàãðàìì, èìåþùèõ áîëüøóþ ìåðó Ïëàíøåðåëÿ. Íàêî-
íåö, â ãëàâå 9, ìû ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì îñíîâíóþ òåîðåìó Âåðøèêà è Êåðîâà. Ãëàâà 10
áóäåò èìåòü âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð, ãäå ìû ðàññìîòðèì îöåíêè äëèíû ïåðâîé ñòðîêè
êàê ñëåäñòâèå äîêàçàííîé òåîðåìû.
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Ãëàâà 2

Èíòåãðàë êðþêîâ

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê èíòåãðàëó êðþêîâ, çàäàäèìñÿ âîïðîñîì, êàê ìîæíî îïèñàòü ôîð-
ìó ïðîèçâîëüíîé äèàãðàììû λ. Âîîáùå ãîâîðÿ, âèä äèàãðàììû ìîæåò áûòü òî÷íî çàäàí
îïèñàíèåì ãðàíèöû êëåòîê, ëåæàùèõ ñïðàâà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðèíóäèòåëüíî ââåñòè
îñè êîîðäèíàò, íàïðàâèâ èõ âäîëü ëåâîé è âåðõíåé ãðàíèö äèàãðàììû, ñîâìåñòèâ íà÷àëî
êîîðäèíàò ñ âåðõíèì ëåâûì óãëîì ïåðâîé êëåòêè, òî ïðàâàÿ ãðàíèöà ôàêòè÷åñêè áóäåò
ïðåäñòàâëÿòü ãðàôèê êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íåâîçðàñòàþùåé ôóíêöèè ñ íóëåâîé ïðîèç-
âîäíîé âî âñåõ òî÷êàõ ñâîåé äèôôåðåíöèðóåìîñòè. Îáîçíà÷èì òàêóþ ôóíêöèþ êàê F (x)
è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êëåòêè äèàãðàììû èìåþò åäèíè÷íóþ ñòîðîíó. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî
òîãäà ïëîùàäü äèàãðàììû, îíà æå îáëàñòü ïîä ãðàôèêîì F (x), áóäåò ðàâíà N .

y

x1

F (x)

Âîçâðàùàÿñü ê ôîðìóëå äëÿ ìåðû Ïëàíøåðåëÿ (1.3), ïîëó÷åííîé â ïðåäûäóùåé ãëàâå,
÷òîáû ïåðåéòè îò ïðîèçâåäåíèÿ êðþêîâ ê ñóììå, ïðîëîãàðèôìèðóåì âñå âûðàæåíèå

logµ(λ) = logN !− 2
∑

�∈λ
log h(�).
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Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ñòèãëèíãà

N ! =
√

2πN

(
N

e

)N (
1 +O

(
1

N

))
,

ìîæíî ïåðåïèñàòü ïîñëåäíåå âûðàæåíèå êàê

logµ(λ) = log
(√

2πN(1 +O(N−1))
)

+N logN −N − 2
∑

�∈λ
log h(�).

Çàìåòèâ, ÷òî ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ïîñëåäíåé ñóììå ðàâíî N , à òàêæå ÷òî

N logN = 2N log
√
N

ïîñëå íåáîëüøîé ïåðåãðóïïèðîâêè ïðèäåì ê ôîðìóëå

logµ(λ) = log
(√

2πN(1 +O(N−1))
)
−N

(
1 +

2

N

∑

�∈λ
log

h(�)√
N

)
.

Ðàçäåëèâ âñå âûðàæåíèå íà −
√
N , ïîëó÷èì òàêîå ðàâåíñòâî

− logµ(λ)√
N

=
√
N

(
1 +

2

N

∑

�∈λ
log

h(�)√
N

)
− ε(N), (2.1)

ãäå

ε =
1√
N

(
log
√

2πN + log(1 +O(N−1))
)

= o

(
logN√
N

)
.

Àíàëèçèðóÿ âûðàæåíèå ñòîÿùåå â ñêîáêàõ â (2.1)

1 +
2

N

∑

�∈λ
log

h(�)√
N

(2.2)

ìîæíî ïðèéòè ê èäåå, ÷òî ïðè ðîñòå ÷èñëà êëåòîê N , à òàêæå ïîñòåïåííîì óìåíüøåíèè èõ
ðàçìåðà, ôèãóðèðóþùàÿ çäåñü ñóììà ìîãëà áû ïåðåéòè â èíòåãðàë! ×òîáû ïðîäåëàòü ýòîò
âàæíûé øàã, íàì íàäî âî-ïåðâûõ, ðàñøèðèòü ïîíÿòèå êðþêà, îïðåäåëèâ åãî äëÿ ïðîèç-
âîëüíîé òî÷êè âíóòðè äèàãðàììû; âî-âòîðûõ, äëÿ âîçìîæíîñòè ñðàâíåíèÿ, íóæíî íàéòè
ñïîñîá íîðìèðîâàòü äèàãðàììû. Ïîñëåäíåå ìîæíî ñäåëàòü, íàïðèìåð, ïóòåì ïðèâåäåíèÿ
äèàãðàìì ê îäèíàêîâîé ïëîùàäè. Î÷åâèäíî, ïðè òàêîé íîðìèðîâêå ðàçìåðû êëåòîê áóäóò
óìåíüøàòüñÿ ñ ðîñòîì N .

Äëÿ òîãî ÷òîáû ââåñòè îïðåäåëåíèå äëèíû êðþêà àíàëîãè÷íîå òîìó, ÷òî ìû äàëè â
ïåðâîé ãëàâå, óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü F−1(y) = inf{x|F (x) ≤ y}. Òîãäà, îáîçíà÷èâ êðþê òî÷êè
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y

x

F (x)− y

F−1(y)−x

)(x↪y

Ðèñ. 2.1: Âû÷èñëåíèå äëèíû êðþêà äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè (x, y)

(x, y) êàê h(x, y), ïî àíàëîãèè ñ îïðåäåëåíèåì êðþêà êëåòêè, ìû ìîæåì ïîëîæèòü (ñì.
Ðèñóíîê 2.1)

h(x, y) = F (x)− y + F−1(y)− x. (2.3)

Ââåäåì íîðìèðîâêó äèàãðàììû λ ïóòåì åå ñæàòèÿ ïî êàæäîé êîîðäèíàòå â
√
N ðàç.

Ëåãêî çàìåòèòü ÷òî òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå áóäåò ïðèâîäèòü âñå äèàãðàììû ê åäèíè÷íîé
ïëîùàäè. Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü òàêóþ íîðìèðîâàííóþ äèàãðàììó ÷åðåç Λ èëè, åñëè
ìû õîòèì ïîä÷åðêíóòü åå ðàçìåðíîñòü � äàæå ΛN . Î÷åâèäíî, òàêàÿ íîðìèðîâêà íèêàê íå
îòðàçèòñÿ íà (2.2) òàê êàê

2

N

∑

�∈λ
log

h(�)√
N

=
2

N

∑

�∈Λ

log
h(�)√
N
, (2.4)

ïîýòîìó â äàëüíåéøåì âñå âíèìàíèå ìîæíî áóäåò ïåðåêëþ÷èòü íà ñóììó

2

N

∑

�∈Λ

log
h(�)√
N
, (2.5)

êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü èíòåãðàëüíîé ñóììîé. Â òî æå âðåìÿ, ñ÷èòàÿ dx = dy = 1/
√
N

è óñòðåìèâ N → ∞, ìîæíî ïîäîçðåâàòü, ÷òî èíòåãðàëüíàÿ ñóììà (2.5) ìîãëà áû ïåðåéòè
â èíòåãðàë ãäå èíòåãðèðîâàíèå áóäåò âåñòèñü ïî âñåé îáëàñòè êëåòîê äèàãðàììû. Â äàëü-
íåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü èíòåãðàë êðþêîâ, êîòîðûé, ïî àíàëîãèè, îïðåäåëèì äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè F (x) êàê

θF = 1 + 2

∫∫

SF

log h(x, y) dx dy,
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ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì òî÷êàì îáëàñòè SF , ëåæàùåé ïîä ãðàôèêîì ôóíê-
öèè F (x). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè F (x) = FΛ(x) � ôóíêöèÿ ãðàíèöû íàøåé íîðìèðîâàííîé
äèàãðàììû Λ, òî

θFΛ
= 1 + 2

∫∫

Λ

log h(x, y) dx dy. (2.6)

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â èíòåãðàëå êðþêîâ ïîä ëîãàðèôìîì îòñóòñòâóåò, êàçàëîñü áû, îæèíà-
åìûé ìíîæèòåëü 1/

√
N , â ñëåäóþùåé ãëàâå ìû ïîêàæåì, ÷òî èìåííî òàêîé âèä èíòåãðàëà

êðþêîâ (2.6) äåéñòâèòåëüíî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ îöåíêè èíòåðåñóþùåé íàñ èíòå-
ãðàëüíîé ñóììû (2.5).
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Ãëàâà 3

Ëåììà 1

Â ýòîé ãëàâå ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû, óñòàíàâëèâàþùåé îòêëî-
íåíèå èíòåãðàëà êðþêîâ (2.6) îò èíòåãðàëüíîé ñóììû (2.5). Ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê
ôîðìóëèðîâêå.

Ëåììà 1.

2

N

∑

�∈Λ

log
h(�)√
N
− 2

∫∫

Λ

log h(x, y) dx dy =
1

N

∑

�∈Λ

c(h(�)), (3.1)

ãäå c(x) =
∞∑

k=1

1

k(k + 1)(2k + 1)x2k
; (3.2)

â ÷àñòíîñòè, ýòà ðàçíîñòü âñåãäà ïîëîæèòåëüíà äëÿ ëþáîé äèàãðàììû Λ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü �ij � êëåòêà (i, j) ñæàòîé â
√
N äèàãðàììû Þíãà Λ. Èíäåê-

ñàöèÿ (i, j) ñîîòâòåòñòâóåò êëåòêå â i-îé ñòðîêå è j-îì ñòîëáöå. Ïðè ðàñïîëîæåíèè îñåé êî-
îðäèíàò êàê íà Ðèñóíêå , íóìåðàöèÿ ñòðîê âåäåòñÿ ñíèçó-ââåðõ, à ñòîëáöîâ ñëåâà-íàïðàâî.

Ñ÷èòàÿ ÷òî (x, y) ∈ �ij è xi, yj � êîîðäèíàòû öåíòðà êëåòêè, äëèíó êðþêà ïðîèçîëüíîé
òî÷êè (2.3) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç äëèíó êðþêà h(�ij) êëåòêè, â êîòîðîé îíà ëåæèò:

h(x, y) =
h(�ij)√

N
− (x− xi)− (y − yj).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â èíòåãðàë êðþêîâ, èìååì

2

∫∫

Λ

log h(x, y) dx dy = 2
∑

�ij∈Λ

∫∫

�ij

log

(
h(�ij)√

N
− (x− xi)− (y − yj)

)
dx dy =
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ïîñëå ïîäñòàíîâêè x− xi = u
2
√
N
, y − yj = v

2
√
N
è ïåðåîáîçíà÷åíèÿ �ij = �

=
1

2N

∑

�∈Λ

+1∫

−1

+1∫

−1

log

(
h(�)√
N
− u

2
√
N
− v

2
√
N

)
du dv =

=
1

2N

∑

�∈Λ

+1∫

−1

+1∫

−1

log

(
h(�)√
N

(
1− u

2h(�)
− v

2h(�)

))
du dv =

=
2

N

∑

�∈Λ

log
h(�)√
N

+
∑

�∈Λ

1

2N

+1∫

−1

+1∫

−1

log

(
1− u

2h(�)
− v

2h(�)

)
du dv.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçíîñòü ìåæäó èíòåãðàëüíîé ñóììîé è èíòåãðàëîì êðþêîâ â òî÷íîñòè
ðàâíà

1

N

∑

�∈Λ

1

2

+1∫

−1

+1∫

−1

log

(
1− u

2h(�)
− v

2h(�)

)
du dv.

×òîáû îöåíèòü çäåñü äâîéíîé èíòåãðàë ñòîÿùèé ïîä çíàêîì ñóììû, ðàçîáüåì åãî íà ÷àñòè.
Òàêæå, äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè, âåçäå äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü h(�) êàê h.

1

2

+1∫

−1

+1∫

−1

log
(

1− u

2h
− v

2h

)
du dv =

=
1

2

+1∫

−1

+1∫

−1

log(2h− u− v) du dv − 1

2

+1∫

−1

+1∫

−1

log(2h) du dv =

=
1

2

+1∫

−1

+1∫

−1

log(2h− u− v) du dv − 2 log 2h. (3.3)

Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè âíóòðåííèé èíòåãðàë ïî ïåðåìåííîé u âû÷èñëèì èíòåãðèðîâàíè-
åì ïî ÷àñòÿì:

+1∫

−1

log(2h− u− v) du = u log(2h− u− v)
∣∣∣
+1

−1
+

+1∫

−1

u du

2h− u− v =

= log(2h− 1− v) + log(2h+ 1− v) +

+1∫

−1

(−2h+ u+ v) + (2h− v)

2h− u− v du =
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= log(2h− 1− v) + log(2h+ 1− v)− 2− (2h− v) log(2h− u− v)
∣∣∣
+1

−1
=

= log(2h− 1− v) + log(2h+ 1− v)− 2− (2h− v) log(2h− 1− v) + (2h− v) log(2h+ 1− v) =

= −(2h− 1− v) log(2h− 1− v) + (2h+ 1− v) log(2h+ 1− v)− 2.

×òîáû ïðîäîëæèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî ïåðåìåíîév, ìû ñíà÷àë ðàññìîòðèì èíòãåðàë, êî-
òîðûé èñïîëüçóåì â äàëüíåéøåì:

t log t dt = t2 log t−
∫
t(log t+ 1) dt = t2 log t−

∫
t log t dt− t2

2
,

îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò ∫
t log t dt =

t2 log t

2
− t2

4
.

Èñïîëüçóÿ ýòîò ðåçóëüòàò, ìû ìîæåì çàêîí÷èòü èíòðåãðèðîâàíèå:

−
+1∫

−1

(2h− 1− v) log(2h− 1− v) dv +

+1∫

−1

(2h+ 1− v) log(2h+ 1− v) dv − 2

+1∫

−1

dv =

=

+1∫

−1

(2h−1−v) log(2h−1−v) d(2h−1−v)−
+1∫

−1

(2h+ 1−v) log(2h+ 1−v) d(2h+ 1−v)−4 =

=

(
(2h− 1− y)2 log(2h− 1− y)

2
− (2h− 1− y)2

4

) ∣∣∣
+1

−1
−

−
(

(2h+ 1− y)2 log(2h+ 1− y)

2
− (2h+ 1− y)2

4

) ∣∣∣
+1

−1
− 4 =

=

(
(2h− 2)2 log(2h− 2)

2
− (2h)2 log 2h

2

)
−
(

(2h− 2)2

4
− (2h)2

4

)
−

−
(

(2h)2 log(2h)

2
− (2h+ 2)2 log(2h+ 2)

2

)
+

(
(2h)2

4
− (2h+ 2)2

4

)
− 4 =

=
(
2(h− 1)2 log 2(h− 1)− 2h2 log 2h

)
−
(
(h− 1)2 − h2

)
−

−
(
2h2 log 2h− 2(h+ 1)2 log 2(h+ 1)

)
+
(
h2 − (h+ 1)2

)
− 4.

Ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå óïðîùàåòñÿ äî

4 log 2 + (2(h− 1)2) log(h− 1)− 4h2 log h+ (2(h+ 1)2) log(h+ 1)− 6.
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Âñïîìèíàÿ (3.3), ðàçäåëèì âñå âûðàæåíèå íà 2 è, âû÷òÿ 2 log 2h, îñòàíåìñÿ ñ

(h− 1)2 log(h− 1)− 2(h2 + 1) log h+ (h+ 1)2 log(h+ 1)− 3.

Ïîñëå íåáîëüøîé ïåðåãðóïïèðîâêè ÷ëåíîâ ïðèõîäèì ê

− (2 log h− log(h− 1)− log(h+ 1))−
(
2h2 log h− h2 log(h− 1)− h2 log(h+ 1)− 1

)
−

− (2h log(h− 1)− 2h log(h+ 1) + 4) =

−
[
log

h2

h2 − 1

]
−
[
h2

(
log(h2)− log(h2 − 1)− 1

h2

)]
−
[
−2h

(
log

h+ 1

h− 1
− 2

h

)]
.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó äëÿ ðÿäîâ 1.513(3) èç [3] ê ïåðâûì äâóì ñëàãàåìûì è ôîðìóëó 1.513(2)
ê ïîñëåäíåìó, ïîëó÷àåì:

−
∞∑

k=1

1

kh2k
− h2

∞∑

k=1

1

(k + 1)h2(k+1)
+ 4h

∞∑

k=1

1

(2k + 1)h2k+1
,

÷òî ëåãêî óïðîùàåòñÿ äî

−
∞∑

k=1

1

k(k + 1)(2k + 1)h2k

òåì ñàìûì çàâåðøàÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
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Ãëàâà 4

Ëåììà 2

Ïðîàíàëèçèðóåì äîêàçàííóþ â ïðåäûäóùåé ãëàâå ëåììó. Ïîìíÿ î òîì, ÷òî ñæàòèå äèà-
ãðàììû íå âëèÿåò íà çíà÷åíèå èíòåãðàëüíîé ñóììû (ñì. (2.4)), ïåðåïèøåì âûðàæåíèå (2.1)
äëÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðû êàê

− logµ(λ)

N
=


1 +

2

N

∑

�∈ΛN

log
h(�)√
N


− ε(N)√

N
,

ãäå ΛN - íîðìèðîâàíÿ äèàãðàììà λN . Òåïåðü, ïðèìåíÿÿ ðåçóëüòàò (3.1) äîêàçàííîé Ëåììû
1, ïîëó÷èì

− logµ(λ)

N
= 1 + 2

∫∫

ΛN

log h(x, y) dx dy +
1

N

∑

�∈ΛN

c(h(�))− ε(N)√
N
.

Òàê êàê çäåñü ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ ñòðåìÿòñÿ ê 0 ïðè ñ ðîñòîì N , òî

− lim
N→∞

logµ(λN )

N
= lim

N→∞
θFΛN

.

Åñëè ïîñëåäíèé ïðåäåë ñóùåñòâóåò, òî åñòü FΛN → F , òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

− lim
N→∞

logµ(λN )

N
= θF . (4.1)

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ èíòåãðàëà êðþêîâ íàì ïîíàäîáèòñÿ
ñäåëàòü åùå îäèí øòðèõ. Ïîâåðíåì íîðìèðîâàííóþ äèàãðàììó íà óãîë π/4 ðàäèàí ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. Êðîìå òîãî, ïðîâåäåì åùå îäíî ðàâíî-
ìåðíîå ñæàòèå äèàãðàììû ïî êàæäîé èç îñåé â

√
2 ðàç (ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè ïëî-

ùàäü äèàãðàììû ñòàíåò ðàâíîé 1
2). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ
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FΛ(x)

x̄

ȳ

LΛ(x)

a b
x

y

Ðèñ. 4.1: Äèàãðàììà Þíãà ïîñëå ïîâîðîòà è ñæàòèÿ â
√

2 ðàç

ôîðìóëàìè

x =
x̄− ȳ

2
, y =

x̄+ ȳ

2
, (4.2)

ãäå x̄, ȳ � êîîðäèíàòû íîðìèðîâàííîé äèàãðàììû â ñòàðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì
ãðàôèê ôóíêöèè FΛ(x) ïåðåéäåò â ãðàôèê ôóíêöèè, êîòîðóþ îáîçíà÷èì LΛ(x). Òàêàÿ
ôóíêöèÿ LΛ(x) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè î÷åâèäíûìè ñâîéñòâàìè:

• çà ïðåäåëàìè èíòåðüåðà êîíå÷íîãî èíòåðâàëà [a, b] åå ãðàôèê ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé
ìîäóëÿ, òî åñòü LΛ(x) = |x|;

• ôóíêöèÿ LΛ(x) äèôôåðåíöèðóåìà âåçäå, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê,
ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëàì êëåòîê äèàãðàììû, ïðè÷åì L′Λ(x) = ±1;

• ïëîùàäü äèàãðàììû Λ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ êàê èíòåãðàë ðàçíîñòè L(x) è ìîäóëÿ:

+∞∫

−∞

(LΛ(x)− |x|) dx =

b∫

a

(LΛ(x)− |x|) dx =
1

2
.

Êàê áóäåò âûãëÿäåòü èíòåãðàë êðþêîâ θL ïîñëå òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ? Îòâåò íà ýòîò
âîïðîñ äàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà (èìåíóåìàÿ â ðàáîòå [1] êàê Ëåììà 2 ).

Ëåììà 2. Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè äèàãðàììû Λ, îñóùåñòâëÿåìîì ôîðìóëàìè (4.2), ñîîò-
âåòñòâóþùèé åé èíòåãðàë êðþêîâ θFΛ

ïåðåõîäèò â èíòåãðàë θ̃LΛ
ñëåäóþùåãî âèäà

θ̃LΛ
= 1 + 2

∫∫

t<s

log 2(s− t) ·
(
1− L′Λ(s)

) (
1 + L′Λ(t)

)
ds dt. (4.3)
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x

y

x̃√
2

ỹ√
2

(x↪ y)

ỹx̃

t s

L(t)
L(s)

x̃

ỹ

F (x̃)

F −1(ỹ)

ỹ

(x̃↪ ỹ)

√
2ỹ

√
2x̃

x̃

Ðèñ. 4.2: Ñîîòíîøåíèÿ â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò äî è ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê âèäíî èç Ðèñóíêà 4.2 â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèå
ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ñ óãëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè ±1 áóäóò
èìåòü âèä:

y = x̃− x è y = ỹ + x,

ãäå (x̃, ỹ) � êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè â ñòàðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Îáîçíà÷èâ àáñöèññû ïå-
ðåñå÷åíèÿ ïåðâîé è âòîðîé ïðÿìûõ ñ ãðàôèêîì L(x) ÷åðåç t è s, ïîëó÷èì:

L(t) = x̃− t è L(s) = ỹ + s

èëè
x̃ = L(t) + t è ỹ = L(s)− s, (4.4)

èìåþùèå ñìûñë òîëüêî ïðè t < s. Èìåííî ýòîé çàìåíîé ìû è âîñïîëüçóåìñÿ. Ó÷èòûâàÿ
òî, ÷òî ßêîáèàí òàêîé çàìåíû ðàâåí

−(L′(t) + 1)(L′(s)− 1) = (1− L′(s))(1 + L′(t)),

âñå ÷òî îñòàëîñü ñäåëàòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû, ýòî ïîêàçàòü ÷òî

h(x̃, ỹ) = 2(s− t). (4.5)

Äëÿ ýòîãî, èñïîëüçóÿ íàøó çàìåíó (4.4), ïåðåïèøåì ôîðìóëó äëèíû êðþêà (2.3):

h(x̃, ỹ) = F (L(t) + t)− L(s) + s+ F−1(L(s)− s)− L(t)− t. (4.6)

Ñíà÷àëà ïðîâåðèì ÷òî îáå ôóíêöèè (4.5) è (4.6) ñîâïàäàþò â òî÷êå (s0, t0), êîîðäèíà-
òû êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò "êðàÿì" äèàãðàììû (ñì. Ðèñóíîê 4.3). Òàê êàê â ýòèõ òî÷êàõ
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x

y

√
2s0−

√
2t0

s0t0

Ðèñ. 4.3: Ñîîòíîøåíèÿ â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò äî è ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ

L(s0) = s0 è L(t0) = −t0, èç (4.4) ñëåäóåò, ÷òî ýòèì çíà÷åíèÿì s, t â ñòàðîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà (x̃0, ỹ0) = (0, 0), òî åñòü "óãîë" äèàãðàììû. Äëèíà æå êðþêà
äëÿ ýòîé òî÷êè î÷åâèäíî ðàâíà

h(0, 0) = F (0) + F−1(0),

òî åñòü ñóììå ñòîðîí äèàãðàììû. Èç òîãî æå ðèñóíêà âèäíî, ÷òî â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
äëèíà ñòîðîíû F−1(0) =

√
2s0, à äðóãîé F (0) =

√
2t0. Ïîìíÿ òî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê ñòàðîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò âñå äëèíû óâåëè÷èâàþòñÿ â
√

2 ðàç, ìû êàê ðàç ïðèäåì ê çíà÷åíèþ
2(s0 − t0).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè ñîâïàäàþò äëÿ çíà÷åíèé s, t
ñîîòâåòñòâóþùèì òî÷êàì, ëåæàùèì íà ãðàíèöå êëåòîê. Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé,
ôóíêöèÿ äëèíû êðþêà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà. Ïîýòîìó äëÿ ïðîâåðêè ñîâïàäåíèÿ
ôóíêöèé äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî èõ ïðîèçâîäíûõ. Âû÷èñëÿÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå (4.6), èìååì:

h′s = −L′(s) + 1 +
1

F ′
(L′(s)− 1);

h′t = F ′(L′(t) + 1)− L′(t)− 1.

Ó÷èòûâàÿ òîò î÷åâèäíûé ôàêò, ÷òî L′(s) = −1 è L′(t) = 1 äëÿ âñåõ s, t äëÿ êîòîðûõ
ôîðìóëà äëèíû êðþêà èìååò ñìûñë, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

h′s = 2 h′t = 2,

÷òî â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (4.5). Ëåììà äîêàçàíà.
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Ãëàâà 5

Ýêñòðåìàëü èíòåãðàëà êðþêîâ

Íàéäåííîå íîâîå âûðàæåíèå (4.3) äëÿ èíòåãðàëà êðþêîâ θ̃L â ïðåäûäóùåé ãëàâå, âîîá-
ùå ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì îò ôóíêöèè LΛ(x), ñîîòâåòñòâóþùåé äèàãðàììå Λ.
Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíàÿ ôîðìà äèàãðàììû, òî ñòîèò ïîëàãàòü, ÷òî îíà áóäåò ÿâëÿòü-
ñÿ ýêñòðåìàëüþ ýòîãî ôóíêöèîíàëà. Êàê áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé, ïðå-
äåëüíàÿ ôîðìà äèàãðàìì áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ôóíêöèåé, äîñòàâëÿþùåé ôóíêöèîíàëó θ
íóëåâîå çíà÷åíèå. Èñêîìàÿ ýêñòðåìàëü, î÷åâèäíî, äîëæíà áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óïîìÿíó-
òûì â ïðåäûäóùåé ãëàâå ñâîéñòâàì ôóíêöèè L(x), âîçìîæíî ðàçâå ÷òî çà èñêëþ÷åíèåì
òðåáîâàíèÿ ðàâåíñòâà ìîäóëÿ ïðîèçâîäíîé åäèíèöå.

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó áîëåå òî÷íî. Áóäåì èñêàòü òàêóþ ôóíêöèþ Ω(x), êîòîðàÿ äî-
ñòàâëÿåò íóëåâîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëó (4.3):

θ̃Ω = 0 (5.1)

ïðè ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ:

• çà ïðåäåëàìè èíòåðüåðà êîíå÷íîãî èíòåðâàëà [a, b] ýêñòðåìàëü Ω(x) äîëæíà ñîâïà-
äàòü ñ ôóíêöèåé ìîäóëÿ, òî åñòü Ω(x) = |x|;

• ïëîùàäü îáëàñòè ìåæäó ãðàôèêàìè ôóíêöèé Ω(x) è |x| äîëæíà áûòü ðàâíà ïëîùàäè
íîðìèðîâàííîé ñæàòîé äèàãðàììû:

+∞∫

−∞

(Ω(x)− |x|) dx =
1

2
; (5.2)

• Ω(x) ≥ |x| äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà x.
Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ñôîðìóëèðîâàíî èç èíòóèòèâíûõ ñîîáðàæåíèé ÷òî ãðàôèê ôóíê-

öèè L(x) ãðàíèöû ëþáîé äèàãðàììû íå ìîæåò "îïóñêàòüñÿ" íèæå áèññåêòðèñ ïåðâîé è
âòîðîé ÷åòâåðòåé.
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Ω(x)

x

y

2
π

-1 +1

Ðèñ. 5.1: Ýêñòðåìàëü Ω(x) è ãðàíèöà äèàãðàììû Þíãà

Òàêàÿ ôóíêöèÿ Ω(x) áûëà íàéäåíà À.Á. Ãðèáîâûì è èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Ω(x) =

{
2
π

(
x arcsinx+

√
1− x2

)
, ïðè |x| < 1;

|x|, ïðè |x| ≥ 1.
(5.3)

Íà Ðèñóíêå 5.1 ïîêàçàí ãðàôèê ýòîé ýêñòðåìàëè. Ñòîèò îòìåòèòü ÷åòíîñòü ôóíêöèè Ω(x)
(õîòÿ ýòîãî è ñëåäîâàëî îæèäàòü èç ñèììåòðèè ãðàô äèàãðàìì), à òàêæå íåïðåðûâíîñòü
åå ïðîèçâîäíîé. Äåéñòâèòåëüíî, íà èíòåðâàëå [−1; +1] ýêñòðåìàëü Ω(x) ñîâïàäàåò ñ ïåðâî-
îáðàçíîé ôóíêöèè 2

πarcsin(x), çíà÷åíèÿ êîòîðîé íà êîíöàõ ýòîãî èíòåðâàëà ñîâïàäàþò ñî
çíà÷åíèÿìè ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè |x|.

Îáñóæäåíèå âûâîäà âûðàæåíèÿ äëÿ ýêñòðåìàëè ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [5]. Çäåñü æå
ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü òåì, ÷òî ïðîâåðèì òî ÷òî Ω(x) äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò çàÿâ-
ëåííûì îãðàíè÷åíèÿì à òàêæå óñëîâèþ (5.1).

Âûïîëíåíèå ïåðâîãî è òðåòüåãî îãðàíè÷åíèé àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò èç ñàìîãî îïðåäå-
ëåíèÿ (5.3). Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèÿ íà ïëîùàäü.

Ïîäñòàâëÿÿ â èíòåãðàë (5.2) âûðàæåíèå äëÿ Ω(x), ïîëó÷àåì:

+∞∫

−∞

(Ω(x)− |x|) dx =
2

π

+1∫

−1

(
x arcsinx+

√
1− x2

)
dx−

+1∫

−1

|x| dx. (5.4)
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Ïåðâûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàçáèâàåòñÿ íà äâà èíòåãðàëà, êàæäûé èç êîòîðûõ âû-
÷èñëèì îòäåëüíî. Ïðåæäå âñåãî

2

π

+1∫

−1

(x arcsinx) dx =
1

π

+1∫

−1

arcsinx d(x2) =

=
x2 arcsinx

π

∣∣∣∣
+1

−1

− 1

π

+1∫

−1

x2

√
1− x2

dx = 1− 1

π

+π/2∫

−π/2

sin2 t dt =

1− 1

2π

(
t− sin 2t

2

) ∣∣∣∣
+π/2

−π/2
= 1− 1

2
=

1

2
.

Äëÿ âòîðîãî æå èíòåãðàëà ïîëó÷àåì

2

π

+1∫

−1

√
1− x2 dx =

1

π

+π/2∫

−π/2

cos 2t dt =
1

π

(
t+

sin 2t

2

) ∣∣∣∣
+π/2

−π/2
=

1

π
· π = 1.

Íàêîíåö, î÷åâèäíî ÷òî
+1∫

−1

|x| dx = 1.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ îáðàòíî â (5.4), ïîëó÷àåì

∫ +∞

−∞
(Ω(x)− |x|) dx =

1

2
+ 1− 1 =

1

2
,

â ÷åì ìû è õîòåëè óáåäèòüñÿ. Äîêàçàòåëüñòâî æå ðàâåíñòâà (5.1), â ñèëó åãî íåòðèâèàëü-
íîñòè, áóäåò îòëîæåíî äî ñëåäóþùåé ãëàâû.

Ýêñòðåìàëü Ω(x) áóäåò èãðàòü öåíòðàëüíîå ìåñòî íà ïðîòÿæåíèè âñåõ ïîñëåäóþùèõ
ãëàâ. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþùåå ïîäîçðåíèå, ÷òî â ïðåäåëå äèàãðàììû, îáëàäà-
þùèå íàèáîëüøèì ÷èñëîì ïóòåé áóäóò èìåòü ôîðìó, îïèñûâàåìóþ ôóíêöèåé Ω(x) (ñì.
Ðèñóíîê 5.1), åùå ïîäëåæèò ñåðüåçíîé ïðîâåðêå.

Ïðåæäå âñåãî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àñèìïòîòè÷åñêîãî ñòðåìëåíèÿ ôóíêöèè L(x) ê ýêñ-
òðåìàëè Ω(x) íåîáõîäèìî ïîêàçàòü ÷òî L∞-íîðìà îòêëîíåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî íå âñå äèàãðàììû áóäóò èìåòü îäíó è òó æå ïðåäåëüíóþ
ôîðìó. Äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü "êðàéíèå" äèàãðàììû â ãðàôå ïóòåé, îäíà èç êîòîðûõ áó-
äåò ïðåäñòàâëÿòü ðàñòóùóþ ñòðîêó, äðóãàÿ ðàñòóùèé ñòîëáåö. Â ñâÿçè ñ ýòèì íåîáõîäèìî
áóäåò âûäåëèòü îïðåäåëåííûé ïîäêëàññ äèàãðàìì, äëÿ êîòîðîãî è áóäåò äîêàçûâàòüñÿ

22



àñèìïòîòèêà. Òàêîé êëàññ äîëæåí îáëàäàòü òåì ñâîéñòâîì, ÷òî âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà ìíî-
æåñòâà äèàãðàìì, íå âîøåäøèõ â íåãî, äîëæíà áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì ðàçìåðà
N .
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Ãëàâà 6

Ëåììà 3

Â ýòîé ãëàâå ìû äîêàæåì âàæíóþ ëåììó, ñâÿçûâàþùóþ îòêëîíåíèå ôóíêöèè L(x) îò
íàéäåííîé ðàíåå ýêñòðåìàëè Ω(x) ñ èíòåãðàëîì êðþêîâ θ̃L. Îáîçíà÷èì òàêîå îòêëîíåíèå
êàê

f(x) = L(x)− Ω(x).

Ëåììà 3. Äëÿ ôóíêöèè L(x), ÿâëÿþùåéñÿ ãðàíèöåé äèàãðàììû Þíãà, åå èíòåãðàë
êðþêîâ (4.3) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíè â ñëåäóþùåì âèäå:

θ̃L = −
+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

log 2|s− t| · f ′(s)f ′(t) ds dt+ 4

∫

|s|>1

f(s) arcosh|s| ds. (6.1)

Ñðàçó ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ëåììû íåìåäëåííî ñëåäóåò ÷òî θ̃Ω = 0, òî
åñòü ñôîðìóëèðîâàííîå â ïðåäûäóùåé ãëàâå òðåáîâàíèå (5.1) äëÿ ýêñòðåìàëè Ω(x) âûïîë-
íÿåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ÷èñëà a è b òàêèå, ÷òî f(s) = 0 âíå èíòåðâàëà (a, b).
Äëÿ äàëüíåéøåãî óäîáñòâà îáîçíà÷èì:

Φ0(x) = − log 2|x|, Φn(x) =

x∫

0

Φn−1(y) dy

äëÿ n = 1, 2..., à òàêæå

H(x) =





x arcosh|x| −
√
x2 − 1, åñëè x ≥ 1;

0, åñëè |x| ≤ 1;

x arcosh|x|+
√
x2 − 1, åñëè x ≤ −1.
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Ñíà÷àëà ïîêàæåì ÷òî

I(s) =

b∫

a

Φ0(s− t) Ω′(t) dt = Φ1(a− s) + Φ1(b− s)− 2H(s). (6.2)

Ïóñòü s ∈ [−1,+1]. Òîãäà, ïðåäâàðèòåëüíî óìíîæèâ íà −1 îáå ÷àñòè, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü
(6.2) êàê

∫ −1

a
log 2|s− t| dt− 2

π

∫ s

−1
log 2(s− t) arcsin(t) dt− 2

π

∫ +1

s
log 2(t− s) arcsin(t) dt−

−
∫ b

+1
log 2|s− t| dt = −

∫ a−s

0
log 2|t| dt−

∫ b−s

0
log 2|t| dt+ 0.

Ïðîâåðèì ÷òî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè s = 0:

∫ −1

a
log 2|t| dt− 2

π

∫ +1

−1
log 2|t| arcsin(t) dt−

∫ b

+1
log 2|t| dt = −

∫ a

0
log 2|t| dt−

∫ b

0
log 2|t| dt.

Âòîðîé èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè ñîäåðæèò íå÷åòíóþ ôóíêöèþ è ïîýòîìó ðàâåð íóëþ:

2

π

∫ +1

−1
log 2|t| arcsin(t) dt = 0.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ôàêòà, ïîñëå íåáîëüøîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðàâîé ÷àñòè, îñòàåìñÿ ñ óðàâ-
íåíèåì
∫ −1

a
log 2|t| dt−

∫ b

+1
log 2|t| dt =

∫ −1

a
log 2|t| dt+

∫ 0

−1
log 2|t| dt−

∫ +1

0
log 2|t| dt−

∫ b

+1
log 2|t| dt

èëè

0 =

∫ 0

−1
log 2|t| dt−

∫ +1

0
log 2|t| dt,

÷òî, î÷åâèäíî, âåðíî. Òàêèì îáðàçîì, îáå ôóíêöèè ñëåâà è ñïðàâà â (6.2) ðàâíû ïðè s = 0.
Ïîêàçàâ äàëåå ðàâåíñòâî èõ ïðîèçâîäíûõ, ìû äîêàæåì ÷òî ôóíêöèè ñîâïàäàþò íà âñåì
èíòåðâàëå.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå (6.2) äàåò

∫ −1

a

dt

s− t − 1 · log 0 · arcsin− 2

π

∫ s

−1

arcsin t dt

s− t + 1 · log 0 · arcsin s+

+
2

π

∫ +1

s

arcsin t dt

t− s +

∫ b

+1

dt

t− s = log 2(s− a) + log 2(b− s)
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èëè

− log(s− t)
∣∣∣
−1

a
− 2

π

∫ s

−1

arcsin t dt

s− t +
2

π

∫ +1

s

arcsin t dt

t− s − log(t− s)
∣∣∣
b

+1
=

= log 2 + log 2 + log(s− a) + log(b− s)
÷òî óïðîùàåòñÿ äî

− log(s+ 1) +
2

π

∫ s

−1

arcsin t dt

s− t +
2

π

∫ +1

s

arcsin t dt

t− s − log(1− s) = 2 log 2. (6.3)

Àíàëîãè÷íî, ïðè s = 0 ïîëó÷àåì

4 log 2 =
2

π

∫ 0

−1

arcsin t dt

−t +
2

π

∫ +1

0

arcsin t dt

t

4 log 2 =
2

π

∫ +1

−1
arcsin t d log |t|

4 log 2 =
2

π
arcsin t · log |t|

∣∣∣
+1

−1
− 2

π

∫ +1

−1

log |t| dt√
1− t2

.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ñ èñïîëüçîâàíèåì [4] 863.41:

− 1

π

∫ +1

−1

log |t| dt√
1− t2

= log 2.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì òîæäåñòâî

4 log 2 = log 2 + log 2 + 2 log 2

è ñëåäóþùèì øàãîì îïÿòü æå ïðîâåðèì ñîâïàäåíèå ïðîèçâîäíûõ (6.3):

−1

s+ 1
+

1

1− s +

(
− 2

π

∫ +1

−1

arcsin t dt

s− t

)′
= 0

−1

s+ 1
+
−1

s− 1
+

(
2

π

∫ +1

−1
arcsin t dt log(s− t)

)′
= 0

−1

s+ 1
+
−1

s− 1
+

(
2

π
arcsin t · log(s− t)

∣∣∣
+1

−1
− 2

π

∫ +1

−1

log(s− t) dt√
1− t2

)′
= 0

−1

s+ 1
+
−1

s− 1
+

1

s− 1
+

1

s+ 1
− 2

π

∫ +1

−1

dt

(s− t)
√

1− t2
= 0,
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ãäå ïåðâûå ÷åòûðå ñëàãàåìûõ ñîêðàùàþòñÿ, à èçâåñòíûé èíòåãðàë

1

π

∫ +1

−1

dt

(s− t)
√

1− t2
=

{
± 1√

s2−1
, åñëè |s| > 1;

0, åñëè |s| ≤ 1
(6.4)

äàåò îæèäàåìîå òîæäåñòâî. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò ÷òî (6.2) òàêæå èìååò
ìåñòî è äëÿ ñëó÷àÿ êîãäà s ∈ (a,−1) è t ∈ (1, b).

Çàâåðøàþùèì øàãîì äîêàçàòåëüñòâà ïîêàæåì ÷òî

∫ b

a
I(s) Ω′(s) ds = 1− 2Φ2(b− a)− 4

∫ b

a
H(s) Ω′(s) ds. (6.5)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè (6.5) êàê ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé b. Èí-
òåãðàë (ñì. [4] 863.41,42) ∫ +1

−1
Φ2(s) Ω′′(s) ds =

1

2

ïîêàçûâàåò ÷òî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ðàâíû ïðè b = 0. Äàëüíåéøåå äèôôåðåíöèðîâàíèå
ïîêàæåò, ÷òî îíè ñîâïàäàþò íà âñåì èíòåðâàëå. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðàâîé ÷àñòè (6.5) è
èñïîëüçîâàíèå î÷åâèäíîãî ôàêòà ÷òî

(Φ2(b− a))′ =
(∫ b−a

0
Φ1(t) dt

)′
= Φ1(b− a)

äàåò
−2Φ1(b− a)− 4H(b) Ω′(b).

Ïîâòîðíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå è èñïîëüçîâàíèå åùå îäíîãî î÷åâèäíîãî òîæäåñòâà

(Φ1(b− a))′ =
(
−
∫ b−a

0
log 2t dt

)′
= − log 2(b− a)

äàåò
2 log 2(b− a)− 4H ′(b) Ω′(b)− 4H ′(b) Ω′′(b).

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî 4H ′(b) Ω′′(b) � òîæäåñòâåííûé íîëü. Ê ñîæàëåíèþ, íàì íóæíî ïðèáåã-
íóòü ê äèôôåðåíöèðîâàíèþ åùå îäèí (òðåòèé!) ðàç ÷òîáû ïîëó÷èòü

2

b− a − 4H ′′(b) Ω′(b)− 4H ′(b)Ω′′(b).

Ñíîâà, âûáðàñûâàÿ 4H ′(b) Ω′′(x), îñòàåìñÿ ñ

2

b− a − 4H ′′(b) Ω′(b). (6.6)
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Íåìíîãî ñëîæíåå îêàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ëåâîé ÷àñòè (6.5). Âçÿòèå ïåðâîé
ïðîèçâîäíîé è èñïîëüçîâàíèå î÷åâèäíîãî òîæäåñòâà

(Φ1(b− s))′ =
(
−
∫ b−s

0
log 2t dt

)′
= − log 2(b− s)

äàåò

Φ1(a− b) Ω′(b) + Φ1(0) Ω′(b)−
∫ b

a
log 2(b− s) Ω′(s) ds− 2H(b) Ω′(b),

ãäå âòîðîå ñëàãàåìîå îáðàùàåòñÿ â íîëü ïîñêîëüêó Φ1(0) = 0. Ïîâòîðíîå äèôôåðåíöèðî-
âàíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì òîæäåñòâà

(Φ1(a− b))′ =
(
−
∫ a−b

0
log |t| dt

)′
= log 2(b− a)

äàåò

log 2(b−a) Ω′(b)+Φ1(a−b) Ω′′(b)− log 2(b−b) Ω′(b)−
∫ b

a

Ω′(s) ds
b− s −2H ′(b) Ω′(b)−2H(b) Ω′′(b).

Çäåñü âòîðîå è ïîñëåäíåå ñëàãàåìûå ðàâíû íóëþ òàê êàê Ω′′(b) = 0. Ïîñëå âçÿòèÿ èíòåãðàëà
ïî ÷àñòÿì ïîëó÷àåì

log 2(b− a) Ω′(b)− log 2(b− b) Ω′(b) + log(b− b) Ω′(b)−

− log(b− a) Ω′(a)−
∫ b

a
log(b− s) Ω′′(s) ds− 2H ′(b) Ω′(b)

èëè

log 2(b− a) Ω′(b)− log 2− log(b− a)Ω′(a)−
∫ +1

−1

log(b− s) ds√
1− s2

− 2H ′(b) Ω′(b).

Íàêîíåö, òðåòüå äèôôåðåíöèðîâàíèå äàåò

Ω′(b)
b− a − log(b− a) Ω′′(b)− Ω′(a)

b− a −
2

π

∫ +1

−1

ds

(b− s)
√

1− s2
− 2H ′′(b) Ω′(b)− 2H ′(b) Ω′′(b),

ãäå âòîðîå è ïîñëåäíåå ñëàãàåìûå ðàâíû íóëþ. Òàê êàê Ω′(a) = −1, à Ω′(b) = +1, ïîñëåäíåå
âûðàæåíèå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî êàê

2

b− a −
2

π

∫ +1

−1

ds

(b− s)
√

1− s2
− 2H ′′(b) Ω′(b)
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â òî âðåìÿ êàê (6.4) ïîìîãàåò ðàñïîçíàòü çäåñü

2

b− a − 4H ′′(b) Ω′(b)

òåì ñàìûì äîêàçûâàÿ ðàâåíñòâî (6.5).
Òåïåðü ìîæíî âåðíóòüñÿ ê (4.3) è ðàñêðûòü ñêîáêè.

θ̃L = 1 + 2

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
(log 2(s− t))

(
1− L′Λ(s)

) (
1 + L′Λ(t)

)
ds dt =

= 1 + 2

∫ b

a

∫ b

t
(log 2(s− t)) ds dt− 2

∫ b

a

∫ b

t
(log 2(s− t))L′(s) ds dt+

+ 2

∫ b

a

∫ b

t
(log 2(s− t))L′(t) ds dt− 2

∫ b

a

∫ b

t
(log 2(s− t))L′(s)L′(t) ds dt =

= 1 +

∫ b

a

∫ b

a
(log 2|s− t|) ds dt− 2

∫ b

a

∫ s

a
(log 2(s− t))L′(s) dt ds+

+ 2

∫ b

a

∫ b

t
(log 2(s− t))L′(t) ds dt−

∫ b

a

∫ b

a
(log 2|s− t|)L′(s)L′(t) ds dt

÷òî, ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâà

2

∫ b

a

∫ b

t
(log 2(s− t)) ds dt =

∫ b

a

∫ b

a
(log 2|s− t|) ds dt

è ∫ b

a

∫ b

t
ds dt =

∫ b

a

∫ s

a
dt ds = −

∫ b

a

∫ a

s
dt ds

ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê

1−
b∫

a

b∫

a

Φ0(s− t) ds dt+ 2

∫ b

a

∫ a

s
(log 2|t− s|)L′(s) dt ds+

+ 2

∫ b

a

∫ b

t
(log 2|s− t|)L′(t) ds dt−

∫ b

a

∫ b

a
(log 2|s− t|)L′(s)L′(t) ds dt =

1−
b∫

a

b∫

a

Φ0(s− t) ds dt+ 2

∫ b

a

∫ a−s

0
(log 2|u|)L′(s) du ds+

+ 2

∫ b

a

∫ b−t

0
(log 2|u|)L′(t) du dt+

∫ b

a

∫ b

a
(Φ0(s− t))L′(s)L′(t) ds dt
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îêîí÷àòåëüíî óïðîùàÿñü äî

1−
b∫

a

b∫

a

Φ0(s− t) ds dt− 2

∫ b

a
Φ1(a− s)L′(s) ds−

− 2

∫ b

a
Φ1(b− t)L′(t) dt+

∫ b

a

∫ b

a
(Φ0(s− t))L′(s)L′(t) ds dt.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (6.1) ìîæåòü áûòü çàïèñàíî êàê

θ̃LΛ
= −

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

log 2|s− t| · f ′(s)f ′(t) ds dt+ 4

∫

|s|>1
f(s) arcosh|s| ds =

= −
∫ b

a
I(s) Ω′(s) ds− 2

∫ b

a
I(s)L′(s) ds+

∫ b

a

∫ b

a
Φ0(s− t)L′(s)L′(t) ds dt+

+4

∫

|s|>1
f(s) arcosh|s| ds.

Ïðèìåíåíèå çäåñü óæå ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé (6.2) è (6.5) äàåò

1− 2Φ2(b− a)− 4

∫ b

a
H(s) Ω′(s) ds−

− 2

∫ b

a
Φ1(a− s)L′(s) ds− 2

∫ b

a
Φ1(b− s)L′(s) ds+ 4

∫ b

a
H(s)L′(s) ds+

+

∫ b

a

∫ b

a
Φ0(s− t)L′(s)L′(t) ds dt+ 4

∫

|s|>1
f(s) arcosh|s| ds.

Ïîñëåäíèé âçãëÿä íà î÷åâèäíîå òîæäåñòâî

−4

∫ b

a
H(s) Ω′(s) ds+

∫ b

a
H(s)L′(s) ds = 4

∫

|s|>1
f(s) arcosh|s| ds

óñïåøíî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.
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Ãëàâà 7

Ñâÿçü ñ ñîáîëåâñêîé íîðìîé

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû ñìîãëè äîêàçàòü âàæíóþ ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ èíòåãðàë êðþ-
êîâ θ̃L ôóíêöèè LΛ(x), ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîèçâîëüíîé äèàãðàììå Λ, ÷åðåç åå îòêëîíåíèå
f(x) îò íàéäåííîé ðàíåå ýêñòðåìàëè Ω(x). Îêàçâàåòñÿ, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü òàêîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ êðþêîâ ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû (= 1/2) åñòü íè ÷òî èíîå, êàê ñîáîëåâ-
ñêàÿ íîðìà îòêëîíåíèÿ f(x).

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîé êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f(x) ñ îãðà-
íè÷åííûì íîñèòåëåì âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

−
+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

log 2|s− t| · f ′(s)f ′(t) ds dt =
1

2

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

(
f(s)− f(t)

s− t

)2

ds dt. (7.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íîñèòåëü ôóíêöèè f(x) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæå-
ñòâîì îòðåçêà [−a,+a]. Ðàçîáüåì R2 íà òðè îáëàñòè, êàê ïîêàçàíî íèæå è ïåðåïèøåì
èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (7.1):

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

(
f(s)− f(t)

s− t

)2

ds dt =

=

+a∫

−a

+∞∫

−∞

(
f(s)− f(t)

s− t

)2

ds dt+

+∞∫

+a

+a∫

−a

(
f(s)− f(t)

s− t

)2

ds dt+

−a∫

−∞

+a∫

−a

(
f(s)− f(t)

s− t

)2

ds dt.

(7.2)
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(-a↪-a)

(-a↪a) (a↪a)

(a↪-a)

s

t

Ðàññìîòðèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (7.2):

+a∫

−a

+∞∫

−∞

(
f(s)− f(t)

s− t

)2

ds dt =

+a∫

−a

+t∫

−∞

(
f(s)− f(t)

s− t

)2

ds dt+

+a∫

−a

+∞∫

t

(
f(s)− f(t)

s− t

)2

ds dt

Êàæäûé èç äâóõ èíòåãðàëîâ â ïðàâîé ÷àñòè ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì. Ýòî çàêîííî â
ñèëó òîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ÷òî f(x) êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà:

+t∫

−∞

(
f(s)− f(t)

s− t

)2

ds =

+t∫

−∞

(f(s)− f(t))2 d

(
1

s− t

)
=

= − lim
ε→0

(f(s)− f(t))2

s− t

∣∣∣∣
s=t−ε

s=−∞
+ 2

t∫

−∞

(f(s)− f(t)) f ′(s)
s− t ds =

= 2

t∫

−∞

(f(s)− f(t)) f ′(s)
s− t ds,

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì ôàêòîì ÷òî

lim
ε→0

(f(t− ε)− f(t))2

ε
= lim

ε→0

(
f ′(t)

)2 · ε = 0

â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ ëåâîé ïðîèçâîäíîé f(x). Àíàëîãè÷íî, äëÿ âòîðîãî èíòåãðàëà ïîëó-
÷àåì

+∞∫

t

(
f(s)− f(t)

s− t

)2

ds =

+∞∫

t

(f(s)− f(t)) f ′(s)
s− t ds.
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Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ÷òî f ′(x) = 0 âíå èíòåðâàëà [−a,+a], èìååì:

+a∫

−a

+∞∫

−∞

(
f(s)− f(t)

s− t

)2

ds dt = 2

+a∫

−a

+a∫

−a

(f(s)− f(t)) f ′(s)
s− t ds dt. (7.3)

Â ñèëó òîãî ÷òî çäåñü èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè, ìû ìîæåì ïî-
ìåíÿòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è åùå ðàç âîñïîëüçîâàòüñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì

2

+a∫

−a

+a∫

−a

(f(s)− f(t)) f ′(s)
s− t ds dt =

= −2

+a∫

−a

(f(s)− f(t)) f ′(s) log |s− t|
∣∣∣
t=+a

t=−a
ds− 2

+a∫

−a

+a∫

−a

f ′(s)f ′(t) log |s− t| dt ds =

= 2

+a∫

−a

f(s) f ′(s) log
a+ s

a− s ds− 2

+a∫

−a

+a∫

−a

f ′(s)f ′(t) log |s− t| dt ds. (7.4)

Ðàññìàòðèâàÿ âòîðîå ñëàãàåìîå â (7.2), èìååì:

+∞∫

+a

+a∫

−a

(
f(s)− f(t)

s− t

)2

ds dt =

+a∫

−a

+∞∫

+a

(
f(s)

s− t

)2

dt ds =

+a∫

−a

f2(s)

a− s ds =

−f2(s) log(a− s)
∣∣∣
s=+a

s=−a
+ 2

+a∫

−a

f(s) f ′(s) log(a− s) ds =

= 2

+a∫

−a

f(s) f ′(s) log(a− s) ds. (7.5)

Àíàëîãè÷íî, äëÿ òðåòüåãî ñëàãàåìîãî â (7.2) ïîëó÷àåì

−a∫

−∞

+a∫

−a

(
f(s)− f(t)

s− t

)2

ds dt = −2

+a∫

−a

f(s) f ′(s) log(a+ s) ds. (7.6)

Ñîïîñòàâëÿÿ (7.2)-(7.6), ïîëó÷àåì

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

(
f(s)− f(t)

s− t

)2

ds dt = −2

+a∫

−a

+a∫

−a

f ′(s) f ′(t) log |s− t| ds dt. (7.7)
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Î÷åâèäíî, â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè íîñèòåëÿ f(x), â èíòåãðàëå ñïðàâà êîíå÷íûå ïðåäåëû
ìîãóò áûòü çàìåíåíû áåñêîíå÷íûìè. Íàêîíåö, íåõâàòêà ìíîæèòåëÿ 2 ïîä ëîãàðèôìîì â
ïðàâîé ÷àñòè (7.7) êîìïåíñèðóåòñÿ òåì ôàêòîì ÷òî

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

f ′(s) f ′(t) log 2|s−t| ds dt =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

f ′(s) f ′(t) log 2 ds dt+

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

f ′(s) f ′(t) log |s−t| ds dt,

ãäå
+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

f ′(s) f ′(t) log 2 ds dt = log 2

+∞∫

−∞




+∞∫

−∞

f ′(s) ds


 f ′(t) dt = 0

â ñèëó òîãî ÷òî
+∞∫

−∞

f ′(s)ds = lim
s→+∞

f(s)− lim
s→−∞

f(s) = 0− 0 = 0.

Ëåììà äîêàçàíà.
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Ãëàâà 8

Ñóùåñòâåííûå äèàãðàììû Þíãà

Òàê êàê ïðåäåëüíàÿ ôîðìà îïðåäåëÿåòñÿ âèäîì äèàãðàìì ñ íàèáîëüøèì ÷èñëîì âåäóùèõ
â íèõ ïóòåé, ñ ïîìîùüþ çàäàííîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ìû áâ õîòåëè ââåñòè êðèòåðèé, ïîç-
âîëÿþùèé äëÿ çàäàííîãî ðàçìåðà N îòäåëÿòü òàêèå äèàãðàììû îò îñòàëüíûõ. Áåçóñëîâ-
íî, äèàãðàììû ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîû ÷èñëîì ïóòåé áóäóò âõîäèòü â ïðåäïîëàãàåìûõ
êëàññ, íî íå òîëüêî îíè.

Âñïîìèíàÿ (ñì., íàïðèìåð (2.1)) ÷òî ôàêòè÷åñêè èíòåãðàëîì êðþêîâ ìû àïïðîêñèìè-
ðóåì íå ñàìó âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó à åå ëîãàðèôì

− logµ(λN )

N
∼ θ̃,

ìîæíî ïðèéòè ê âûâîäó, ÷òî, òàê êàê âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà äèàãðàìì ñèëüíî îòêëîíÿþùèõ-
ñÿ îò ïðåäåëüíîé ôîðìû äîëæíà ñòàíîâèòüñÿ íè÷òîæíî ìàëîé, òî çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèõ èì èíòåãðàëîâ êðþêîâ θ̃ äîëæíû íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü. Íàïðîòèâ, äëÿ ïðåä-
ïîëàãàåìîãî êëàññà àñèìïòîòè÷åñêè ñòàáèëüíûõ äèàãðàìì, ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû
êðþêîâ äîëæíû áûòü îãðàíè÷åíû ñâåðõó (î÷åâèäíî, ñíèçó îíè îãðàíè÷åíû íóëåì). Óêàçà-
íèåì ýòîãî ãðàíè÷íîãî çíà÷åíèÿ è áóäåò ââåäåí êðèòåðèé òàêîãî êëàññà äèàãðàìì Þíãà.
À èìåííî, íàçîâåì äèàãðàììó Þíãà Λ ðàçìåðà N ñóùåñòâåííîé, åñëè åå èíòåãðàë êðþêîâ

θ̃ <
2π√
6N

.

Òàêîé íåïðîñòîé âèä äëÿ âåðõíåé ãðàíèöû îáóñëàâëèâàåòñÿ ôîðìóëîé Õàðäè-Ðàìàíóäæàíà
è ïîëåçíîñòü èìåííî ýòîé ãðàíèöû áóäåò îïðàâäàíà íèæåñëåäóþùåé ëåììîé. Ìíîæåñòâî
æå âñåõ ñóùåñòâåííûõ äèàãðàìì ðàçìåðà N äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü êàê MN :

MN =

{
Λ

∣∣∣∣ θ̃Λ <
2π√
6N

}
.
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Ëåììà 3.

lim
N→∞

µ(MN ) = 1,

òî åñòü îòíîñèòåëüíî ìåðû Ïëàíøåðåëÿ êëàññ ñóùåñòâåííûõ äèàãðàìì ñòàíîâèòñÿ ïîäàâ-
ëÿþùèì ñ ðîñòîì N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì êàê p(N) � îáùåå êîëè÷åñòâî äèàãðàìì ðàçìåðà N , òî
åñòü ÷èñëî âñåõ âîçìîæíûõ ðàçëîæåíèé ÷èñëà N . Òîãäà ïî ôîðìóëå Õàðäè-Ðàìàíóäæàíà:

p(N) ∼ 1

4N
√

3
e

2π√
6

√
N
. (8.1)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé õîðîøî èçâåñòíîé â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ôîðìóëû ìîæíî íàéòè,
íàïðèìåð, â ðàáîòå [6]. Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííîå ðàíåå ïðåäñòàâëåíèå (2.1) âåðîÿòíîñòíîé
ìåðû ÷åðåç èíòåãðàëüíóþ ñóììó, à òàêæå ñâÿçü ïîñëåäíåé ñ èíòåãðàëàìè êðþêîâ (Ëåììû
1-3), èìååì:

logµ(Λ) = −N · θ̃Λ −
∑

�∈Λ

c(h(�)) + log
√

2πN + o

(
1

N

)
. (8.2)

Âñïîìèíàÿ ðÿä (3.2) äëÿ c(x), ëåãêî óâèäåòü ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ N
ðàçíîñòü

log
√

2πN −
∑

�∈Λ

c(h(�))

áóäåò îòðèöàòåëüíîé. Ïîýòîìó â (8.2) ìîæíî ñìåëî îãðàíè÷èòü logµ(Λ) ñâåðõó èíòåãðàëîì
êðþêîâ:

logµ(Λ) ≤ −N · θ̃Λ,

ýêñïîíåíöèðóÿ

µ(Λ) ≤ eN ·θ̃.
Ðàññìîòðèì äèàãðàììó Λ ðàçìåðà N , íå ÿâëÿþùóþñÿ ñóùåñòâåííîé, òî åñòü äèàãðàì-

ìó, êîòîðàÿ ëåæèò â äîïîëíåíèè M̄N . Òîãäà äëÿ òàêîé äèàãðàììû

µ(Λ) ≤ e−
2π√

6

√
N
,

à ñ ó÷åòîì ôîðìóëû Õàðäè-Ðàìàíóäæàíà (8.1), ìåðà âñåãî ìíîæåñòâà M̄N

µ(M̄N ) ≤ p(N) · e−
2π√

6

√
N

=
1

4N
√

3
e

2π
6

√
N · e−

2π√
6

√
N

µ(M̄N ) ≤ 1

4N
√

3

ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé âåëè÷èíîé ïðè N →∞. Òàê êàê ýòîò ôàêò ýêâèâàëåíòåí óòâåð-
æäåíèþ ëåììû, äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.
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Ãëàâà 9

Îñíîâíàÿ òåîðåìà

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû ãîòîâû ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü îñíîâíóþ òåîðåìó î ïðåäåëüíîé
ôîðìå äèàãðàìì Þíãà.

Òåîðåìà (Âåðøèê, Êåðîâ, 1985). Åñëè äèàãðàììà ΛN � ñóùåñòâåííàÿ, òî

sup
x
|LΛN (x)− Ω(x)| < C ·N− 1

6 , (9.1)

ãäå C � êîíñòàíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ðàíåå, îòêëîíåíèå ôóíêöèè L(s) îò ýêñòðåìàëè Ω(x) áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç f(x), òî åñòü f(x) = L(x) − Ω(x). Çàôèêñèðóåì òàêîå a > 0, ÷òîáû íî-
ñèòåëü f(x) ïîëíîñòüþ ëåæàë â èíòåðâàëå [−a,+a], òî åñòü f(x) = 0 âíå ýòîãî èíòåðâàëà.
Äåéñòâèòåëüíî, ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü, ïîñêîëüêó âñÿêàÿ äèàãðàììàÞíãà èìååò êîíå÷-
íûå ðàçìåðû è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ôóíêöèÿ äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà
áóäåò ñîâïàäàòü ñ ìîäóëåì |x|.

Ïðåîáðàçóåì ñîáîëåâñêóþ íîðìó äëÿ íàøåãî îòêëîíåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∥∥f
∥∥2

θ
=

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

(
f(s)− f(t)

s− t

)2

ds dt =

+∞∫

−∞

(

−a∫

−∞

+

+a∫

−a

+

+∞∫

+a

)

(
f(s)− f(t)

s− t

)2

ds dt =

=

+∞∫

−∞


−f

2(t)

s− t
∣∣∣
s=−a

s=−∞
+

+a∫

−a

(
f(s)− f(t)

s− t

)2

ds− f2(t)

s− t
∣∣∣
s=+∞

s=+a
=


 dt =

=

+∞∫

−∞


f

2(t)

a+ t
+
f2(t)

a− t +

+a∫

−a

(
f(s)− f(t)

s− t

)2

ds


 dt =
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= 2a

+a∫

−a

f2(t)

a2 − t2 dt+

+∞∫

−∞

+a∫

−a

(
f(s)− f(t)

s− t

)2

ds dt =

ïîìåíÿâ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ âî âòîðîì èíòåãðàëå è ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæ-
äåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé t, ïîëó÷àåì

= 2a

+a∫

−a

f2(t)

a2 − t2 dt+

+a∫

−a

(

−a∫

−∞

+

+a∫

−a

+

+∞∫

+a

)

(
f(s)− f(t)

s− t

)2

dt ds =

= 2a

+a∫

−a

f2(t)

a2 − t2 dt+

+a∫

−a


f

2(t)

s− t
∣∣∣
t=−a

t=−∞
+

+a∫

−a

(
f(s)− f(t)

s− t

)2

dt+
f2(t)

s− t
∣∣∣
t=+∞

t=+a


 ds =

= 2a

+a∫

−a

f2(t)

a2 − t2 dt+

+a∫

−a


f

2(s)

a+ s
+
f2(s)

a− s +

+a∫

−a

(
f(s)− f(t)

s− t

)2

dt


 ds =

= 2a

+a∫

−a

f2(t)

a2 − t2 dt+ 2a

+a∫

−a

f2(s)

a2 − s2
ds+

+a∫

−a

+a∫

−a

(
f(s)− f(t)

s− t

)2

ds dt.

Òî åñòü ìû ïðèøëè ê òîìó ÷òî

∥∥f
∥∥2

θ
= 4a

+a∫

−a

f2(t)

a2 − t2 dt+ +

+a∫

−a

+a∫

−a

(
f(s)− f(t)

s− t

)2

ds dt. (9.2)

Íî ïåðâûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè åñòü íè ÷òî èíîå êàê êâàäðàò L2-íîðìû!

∥∥∥∥
f(t)√
a2 − t2

∥∥∥∥
2

2

=

+∞∫

−∞

f2(t)

a2 − t2 dt

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ÷òî äâîéíîé èíòåãðàë â (9.2) íåîòðèöàòåëåí è òî ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ
äèàãðàììà Þíãà � ñóùåñòâåííàÿ, ïîëó÷àåì ÷òî

∥∥∥∥
f(t)√
a2 − t2

∥∥∥∥
2

2

≤ 1

4a

∥∥f
∥∥2

θ
<

1

4a
· 2π√

6N
,

îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò ∥∥f
∥∥2

2
<

πa

2
√

6N
. (9.3)
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Àíàëèçèðóÿ âûðàæåíèå äëÿ ýêñòðåìàëè (5.3) ëåãêî óáåäèòüñÿ ÷òî åå ïðîèçâîäíàÿ îãðàíè-
÷åíà: Ω′(x) ≤ 1. Òàêæå, ó÷èòûâàÿ "çóá÷àòûé" âèä ôóíêöèè L(x), î÷åâèäíî ÷òî |L′(x)| ≤ 1.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíàÿ îòêëîíåíèÿ áóäåò òàêæå îãðàíè÷åíîé ôóíêöèåé:

|f ′(x)′| = |L′(x)− Ω′(x)| ≤ 1 + 1 = 2.

Òîãäà åñëè íàèáîëüøåå çíà÷åíèå |f(x)| äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x0 è ðàâíî M , òî â ñèëó íåïðå-
ðûâíîñòè f(x) è êîìïàêòíîñòè åå íîñèòåëÿ:

|f(x)| ≥M − 2|x− x0|,

ïðè÷åì äëÿ âñåõ x. Ìû æå ïðîèíòåãðèðóåì êâàäðàò ýòîãî íåðàâåíñòà íà èíòåðâàëå [x0, x0+
M
2 ]:

x0+M
2∫

x0

f2(x) dx ≥

M
2∫

0

(M − 2u)2 du =

[
M2u− 2Mu2 +

4

3
u3

] ∣∣∣∣
M
2

0

=
M3

6
.

Òàê êàê M è åñòü çíà÷åíèå èñêîìîé L∞-íîðìû, òî ñ ó÷åòîì (9.3) ïîëó÷àåì

∥∥f
∥∥3

∞ = M3 ≤ 6

x0+M
2∫

x0

f2(x) dx ≤ 6

+∞∫

−∞

f2(x) dx = 6
∥∥f
∥∥2

2

∥∥f
∥∥3

∞ ≤ 6
∥∥f
∥∥2

2
<

3πa√
6N

∥∥f
∥∥
∞ <

3

√√
3

2
πa · 1

N
1
6

∥∥f
∥∥
∞ < C ·N− 1

6 .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ãëàâà 10

Îöåíêà äëèíû ïåðâîé ñòðîêè

Îäíîé èç êëþ÷åâûõ âîçìîæíîñòåé, îòêðûâàåìûõ îñíîâíîé òåîðåìîé, ÿâëÿåòñÿ âîçìîæ-
íîñòü ïîëó÷åíèÿ îöåíîê íà äëèíû ñòðîê äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äèàãðàìì λ. Â ýòîé ãëàâå ìû
íàéäåì îäíó èç îöåíîê äëÿ äëèíû ïåðâîé ñòðîêè. Êðîìå òîãî, äëÿ åå ïîëó÷åíèÿ ñíà÷àëà
ïîòðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ìåðà Ïëàíøåðåëÿ ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêîé ìåðîé.

Ëåììà. Ïóñòü äèàãðàììà λ èìååò ðàçìåð N . Òîãäà
∑

λ+1

dimλ+1 = (N + 1) dimλ,

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì äèàãðàììàì, ïîëó÷åííûì èç λ äîáàâëåíèåì îäíîé êëåò-
êè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Y � ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ äèàãðàìì Þíãà (ïðîèçâîëü-
íîé äëèíû). Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L2(Y), ñîñòîÿùåå èç âñåâîçìîæíûõ êî-
íå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé äèàãðàìì Þíãà. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ λ′, λ′′ ∈ Y ââåäåì ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ôîðìóëå

〈λ′, λ′′〉 =

{
1, åñëè λ′ = λ′′;

0, èíà÷å,

òî åñòü áàçèñ, ñîñòàâëåííûé èç äèàãðàìì, ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì. Òàêæå ââåäåì ëèíåé-
íûå îïåðàòîðû U è D, îïðåäåëåííûå íà ýëåìåíòàõ áàçèñà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Uλ =
∑

λ+1

λ+1, Dλ =
∑

λ−1

λ−1,

ãäå, îïÿòü æå, λ+1 îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî âñåì äèàãðàììàì, ïîëó÷åííûì èç λ äîáàâ-
ëåíèåì îäíîé êëåòêè, à λ−1 îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî âñåì äèàãðàììàì, ïîëó÷åííûì
óäàëåíèåì îäíîé êëåòêè.
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Âî-ïåðâûõ, îòìåòèì ÷òî îïåðàòîðû U è D � ñîïðÿæåííûå. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ
λ′, λ′′ ∈ Y èìååò ìåñòî

〈Dλ′, λ′′〉 = 〈λ′, Uλ′′〉.
Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïðîâåðèâ ýòî ñâîéñòâî íà ýëåìåíòàõ áàçèñà.

Âî-âòîðûõ, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

UD −DU = I, (10.1)

ãäå I � òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò èç òîãî,
÷òî ïîëó÷èòü ïðîèçâîëüíóþ äèàãðàììó èç ñàìîé ñåáÿ ïóòåì äîáàâëåíèÿ ñíà÷àëà îäíîé
êëåòêè, à çàòåì óäàëåíèÿ îäíîé êëåòêè, ìîæíî ñòîëüêèìè ñïîñîáàìè, ñêîëüêî ëîêàëüíûõ
ìàêñèìóìîâ ó ãðàôèêà ýòîé äèàãðàììû. Ïîëó÷èòü æå äèàãðàììó ñàìó èç ñåáÿ ïóòåì ñíà-
÷àëà óäàëåíèå îäíîé êëåòêè, à çàòåì äîáàâëåíèÿ, ìîæíî ñòîëüêèìè ñïîñîáàìè, ñêîëüêî
ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ó ãðàôèêà ñîîòâåòñòâóþùåé òðàíñôîðìèðîâàííîé äèàãðàììû Λ.
Íî â äåéñòâèòåëüíîñòè, äëÿ ëþáîé äèàãðàììû Λ ÷èñëî ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ âñåãäà íà
åäèíèöó áîëüøå ÷èñëà ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ (ñì. Ðèñóíîê 10.1)!

∑
=

∑
+ 1

Ðèñ. 10.1: Ñîîòíîøåíèå ÷èñëà ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ è ìàêñèìóìîâ

Â-òðåòüèõ, íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè äèàãðàììà λ èìååò ðàçìåð N , òî

dimλ = 〈DNλ0, λ〉 = 〈λ0, U
Nλ〉, (10.2)

ãäå çà λ0 áóäåì óñëîâíî ñ÷èòàòü äèàãðàììó áåç êëåòîê.
Èñïîëüçóÿ (10.1) è (10.2), ïîëó÷àåì ÷òî

∑

λ+1

dimλ+1 = 〈DN+1λ0,
∑

λ+1

λ+1〉 = 〈DN+1λ0, Dλ〉 = 〈UDN+1λ0, λ〉 =

= 〈DNλ0, λ〉+ 〈DUDNλ0, λ〉 = 2〈DNλ0, λ〉+ 〈D2UDN−1λ0, λ〉 =
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. . .

= (N + 1)〈DNλ0, λ〉+ 〈DN+1Uλ0, λ〉 = (N + 1) dimλ,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå áûë èñïîëüçîâàí òîò ôàêò ÷òî Uλ0 = 0. Ëåììà äîêàçàíà.
Ââåäåì íà ìíîæåñòâå äèàãðàìì Y íàáîð ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

p(λ′, λ′′) =

{
dimλ′′

|λ′′|dimλ′ , åñëè λ′′ = λ′+1;

0, èíà÷å.

Èç òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé ëåììû ñëåäóåò ÷òî
∑

λ+1

p(λ, λ+1) = 1,

ïîýòîìó ñåìåéñòâî p(λ′, λ′′) çàäàåò ìàðêîâñêóþ ìåðó.

Ëåììà. Ñåìåéñòâî ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé p(λ′, λ′′) ïîðîæäàåò ìåðó Ïëàíøåðåëÿ,
òî åñòü äëÿ ëþáîé äèàãðàììû λ, ñîñòîÿùåé èç N + 1 êëåòîê, âûïîëíÿåòñÿ

µ(N+1)(λ) =
∑

λ−1

µ(N)(λ−1) · p(λ−1, λ).

Äîêàçàòåëüñòâî.

∑

λ−1

µ(N)(λ−1) · (λ−1, λ) =
∑

λ−1

dimλ−1 · dimλ

(n+ 1)!
=

(dimλ)2

(n+ 1)!
= µ(N+1)(λ).

Ëåììà. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

1 +
1√
2

+
1√
3

+ · · ·+ 1√
N
< 2
√
N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïî èíòóêöèè. Ïðè N = 1 íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ n è äîêàæåì èç ýòîãî åãî âûïîëíèìîñòü äëÿ
n+ 1. Èìååì, (

1 + · · ·+ 1√
n

+
1√
n+ 1

)2

<

(
2
√
n+

1√
n+ 1

)2

=

= 4n+
4√

1 + 1
n

+
1

n+ 1
≤ 4n+ 4

(
1− 1

2n

)
+

1

n+ 1
≤ 4(n+ 1).
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Îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

Òåîðåìà. Ïóñòü YN îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî äèàãðàìì Þíãà ðàçìåðà N , à µ(N)(λ) ìåðó
Ïëàíøåðåëÿ íà YN . Åñëè çà r1(λ) îáîçíà÷èòü äëèíó ïåðâîé ñòðîêè äèãðàììû λ, òî

∑

λ∈YN
r1(λ) · µN (λ) < 2

√
N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X = {XN} � ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì
Y, ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè p(λ′, λ′′) è íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì X1, ñîîòâåòñòâóþùèì
äèàãðàììå Þíãà, ñîñòîÿùåé èç îäíîé êëåòêè. Ôàêòè÷åñêè, íàì íóæíî äîêàçàòü ÷òî

Er1(XN ) < 2
√
N.

Ïóñòü pk � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî Xk ïîëó÷àåòñÿ èç Xk−1 äîáàâëåíèåì êëåòêè ê ïåðâîé
ñòðîêå. Òîãäà

Er1(XN ) = 1 + p2 + p3 + · · ·+ pN .

ßñíî ÷òî
pk =

∑

|λ|=k−1

µ(k−1)(λ) · p(λ, λ̃),

ãäå λ̃ îáîçíà÷àåò äèàãðàììó, ïîëó÷åííóþ èç λ äîáàâëåíèåì êëåòêè â ïåðâîé ñòðîêå. Òîãäà

p2
k ≤

∑

|λ|=k−1

(
µ(k−1)(λ)

)2
p(λ, λ̃)2 ≤

∑

|λ|=k−1

µ(k−1)(λ) p(λ, λ̃)2 =
∑

|λ|=k−1

µ(k)(λ̃)

k
<

1

k
,

ãäå â ïåðâîì ñëó÷àå áûëî èñïîëüçîâàíî íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, âî âòîðîì ñâîé-
ñòâî µ(k−1)(λ) ≤ 1, â òðåòüåì òîò ôàêò ÷òî

p2(λ, λ̃) =
µ(k)(λ̃)

k · µ(k−1)(λ)
,

è â ïîñëåäíåì òî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ äèàãðàìì λ̃, ïîëó÷àþùèõñÿ èç âñåõ äèàãðàìì ðàç-
ìåðà N ïóòåì äîáàâëåíèÿ êëåòêè â ïåðâóþ ñòðîêó, ñîäåðæèò íå âñå äèàãðàììû èç N + 1
êëåòêè, à ïîýòîìó åãî ìåðà ñòðîãî ìåíüøå 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ÷òî pk < 1/
√
k, à ïîýòîìó, ñîãëàñíî ïîñëåäíåé ëåììå,

Er1(XN ) = 1 +
1√
2

+
1√
3

+ · · ·+ 1√
N
< 2
√
N.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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