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Ïåðåä ïðîñëóøèâàíèåì êóðñà ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíî ïîðåøàòü ñëåäóþùèå
çàäà÷è. Âî-ïåðâûõ, Âû ïîâòîðèòå íåîáõîäèìûé ìàòåðèàë, à âî-âòîðûõ,
ñóìååòå îöåíèòü Âàøó ïîäãîòîâëåííîñòü: åñëè Âû ñïðàâëÿåòåñü ñ ïîëîâèíîé
çàäà÷, òî ýòîò êóðñ � äëÿ Âàñ.

Íèæå âñå êîëüöà ïðåäïîëàãàþòñÿ êîììóòàòèâíûìè è ñ åäèíèöåé.
C[z1, z2] � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò äâóõ ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ

÷èñåë. Îíî æå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Èäåàëîì êîëüöà íàçûâàåòñÿ òàêîå åãî ïîäìíîæåñòâî a, ÷òî

a � ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ,
a ∈ a, b ∈ R⇒ a · b ∈ a.
Èäåàë íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì, åñëè îí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê a = aR

äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ R.
Èäåàë íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè îí ìàêñèìàëåí ïî âêëþ÷åíèþ

(= íå ñîäåðæèòñÿ â áîëüøåì èäåàëå, îòëè÷íîì îò ñàìîãî êîëüöà).
Èäåàë íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè
a · b ∈ a⇒ a ∈ a èëè b ∈ a.

Çàäà÷è
(1) Ïîêàæèòå, ÷òî â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë âñå èäåàëû ãëàâíûå.
(2) Ïóñòü â êîëüöåR íåò äðóãèõ èäåàëîâ êðîìå ñàìîãîR è {0}. Äîêàæèòå,

÷òî òîãäà R � ïîëå.
(3) Ïîêàæèòå, ÷òî èäåàë ñîäåðæèò îáðàòèìûé ýëåìåíò êîëüöà òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñîâïàäàåò ñî âñåì êîëüöîì.
(4) Ïðèâåäèòå ïðèìåð èäåàëà â êîëüöå C[z1, z2], íå ÿâëÿþùåãîñÿ ãëàâíûì.
(5) Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâà

{f ∈ C[z1, z2] | f(0, 0) = 0}
è {f ∈ C[z1, z2] | f(5, 13) = 0}
ÿâëÿþòñÿ èäåàëàìè â êîëüöå C[z1, z2].
Áóäåò ëè èäåàëîì èõ ïåðåñå÷åíèå?

(6) Ïóñòü X � ïîäìíîæåñòâî êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C2. Ïîêàæèòå,
÷òî ìíîæåñòâî iX = {f ∈ C[z1, z2] | f ≡ 0 íà ìíîæåñòâåX} ÿâëÿåòñÿ
èäåàëîì â êîëüöå C[z1, z2].

(7) (Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è.) ÏóñòüX ⊆ Y . Êàê ñîîòíîñÿòñÿ
iX è iY ?

(8) Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ïîëèíîìîâ f ∈ C[z1, z2], êîòîðûå
ïðåäñòàâèìû â âèäå
f =

∑
(k,m) λk,m zk1z

m
2 , ãäå âåðíî k ≥ m,

ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì êîëüöà C[z1, z2].
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(9) * Íàéäèòå ïîäàëãåáðó àëãåáðû C[z1, z2], íå ÿâëÿþùóþñÿ êîíå÷íîïîðîæäåííîé.
(10) Òîðîì T íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð íåíóëåâûõ

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë: T = {(t1, t2)| t1 6= 0, t2 6= 0}. Ïîêàæèòå, ÷òî
òîð ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé ãðóïïîé, åñëè ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ
çàäàòü êàê

(t1, t2) · (t′1, t′2) = (t1t
′
1, t2t

′
2).

(11) Òîð T äåéñòâóåò íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(t1, t2) ·(z1, z2) = (t1z1, t2z2) Ïåðå÷èñëèòå âñå îðáèòû ýòîãî äåéñòâèÿ.

(12) Òîð T äåéñòâóåò íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(t1, t2)·(z1, z2) = (z1/t1, t2z2) Ïåðå÷èñëèòå âñå îðáèòû ýòîãî äåéñòâèÿ.

(13) * Òîð T äåéñòâóåò íà ïðîåêòèâíîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè CP2

ñëåäóþùèì îáðàçîì: (t1, t2) · (z1 : z2 : z3) = (t1z1 : t2z2 : z3)
Ïåðå÷èñëèòå âñå îðáèòû ýòîãî äåéñòâèÿ.

(14) * ÏóñòüR � êîëüöî, a ⊂ R� èäåàë. Ïîêàæèòå, ÷òî a � ìàêñèìàëüíûé
èäåàë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôàêòîð R/a ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

(15) * Ïîêàæèòå, ÷òî a ⊂ R � ïðîñòîé èäåàë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ôàêòîð R/a ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè (òî åñòü íå èìååò òàêèõ
ýëåìåíòîâ, ÷òî x 6= 0, y 6= 0, xy = 0).


