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áÎÎÏÔÁÃÉÑ.
ðÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÏÞÅÎØ ËÏÒÏÔËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ä. òÅÐÏ×ÛÁ, å. ÷. ýÅ-

ÐÉÎÁ É Á×ÔÏÒÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË x; y ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Á N ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ h : M →M , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ
h(N) = N É h(x) = y. ôÏÇÄÁ N | ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ × N .

÷×ÅÄÅÎÉÅ.
ëÁËÏÊ ÆÏÒÍÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÏÖÎÙ, ÞÔÏÂÙ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ×ÙÔÁÝÉÔØ ÓÁÂÌÀ? íÁÔÅ-

ÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÜÔÏÇÏ ×ÏÐÒÏÓÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÏÎÑÔÉÀ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
N ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÏÂßÅÍÌÅÍÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ
ÔÏÞÅË x; y ∈ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÅ (Ô.Å. ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ x × y?
èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÏÂßÅÍÌÅÍÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÒÉ×ÙÍÉ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÒÑÍÙÅ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ×ÉÎÔÏ×ÙÅ ÌÉÎÉÉ.

á ËÁËÏÊ ÆÏÒÍÙ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÉÊ ËÁÂÅÌØ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏ×ÏÄ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ×ÙÔÁÝÉÔØ
ÉÚ ÎÅÇÏ (ÐÒÏ×ÏÄ ÍÏÖÎÏ ÇÎÕÔØ, ÎÏ ÎÅÌØÚÑ ÌÏÍÁÔØ)? íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÜÔÏÇÏ
×ÏÐÒÏÓÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÏÎÑÔÉÀ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂ-
ÒÁÚÉÑ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÏÂßÅÍÌÅÍÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË
x; y ∈ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M , ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ x × y. îÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ h ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ; ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÄÌÑ M =
R2 ÎÁÐÏÍÎÅÎÏ ÎÉÖÅ. (þÉÔÁÔÅÌØ, ÎÅ ÚÎÁËÏÍÙÊ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ,
ÍÏÖÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Rm: ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÞÁÓÔÎÙÈ
ÓÌÕÞÁÅ× ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ÎÉÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ É ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ, Á ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ
ÓÔÁÎÄÁÒÔÅÎ. ÷ ÌÅÔÎÅÊ ÛËÏÌÅ 'óÏ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ íÁÔÅÍÁÔÉËÁ' ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÜÔÏÔ
ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ.)

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ N | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ
M . åÓÌÉ N ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÏÂßÅÍÌÅÍÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ, ÔÏ N Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ
ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ × M .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÁÐÏÍÎÅÎÏ ÎÉÖÅ.
üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ (ä. òÅÐÏ×ÛÁ, å. ÷. ýÅÐÉÎÁ É Á×ÔÏÒÁ) ÉÍÅÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ

(ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ): ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ, ÔÁË É ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ðÑÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ.
ðÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï [Sk07] ÐÒÏÝÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÇÏ × [RSS93, RSS96, RS00] (ÈÏÔÑ

ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÔÅ ÖÅ ÉÄÅÉ).

ïÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.
îÁÐÏÍÎÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : R2 → R2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅ-

ÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ z0 ∈ R2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
A : R2 → R2 É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ � : R2 → R2, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ z ∈ K ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ

F (z) = F (z0) + A(z − z0) + �(z − z0)|z; z0|:

üÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F × ÔÏÞËÅ z0. åÓÌÉ
F = (F1; F2), ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÅÓÔØ @Fi

@xj . äÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : R2 →
R2, ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ (Ô.Å. @F1

@x
@F2
@y 6= @F2

@x
@F1
@y ).
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îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N ⊂M ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ N ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÅÅ ÏËÒÅÓÔ-
ÎÏÓÔØ, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÁÑ Rk × Rm−k (ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ ÅÅ Ó Rk × Rm−k) É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ
ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ q : Rk → Rm−k, ÇÒÁÆÉË ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ N ∩Rk×Rm−k. (üÔÏ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÅ, ÕÄÏÂÎÏÅ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ [Pr04].)

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÏÂßÅÍÌÅÍÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ
ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÇÒÁÆÉË ÌÀÂÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ R → R). ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ.

üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ (ÎÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ) ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ. (1) åÓÌÉ ÇÒÁÆÉË ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË-
ÃÉÉ R → R ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÏÂßÅÍÌÅÍÏ ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ, ÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ.
(æÕÎËÃÉÑ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ, ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÒÕÅÍÏÊ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.)

(2) ëÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï [Pr04, 4.4] ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÏÂßÅÍÌÅÍÏ ÏÄ-
ÎÏÒÏÄÎÏ ×ÌÏÖÅÎÏ × ÐÌÏÓËÏÓÔØ.

õÓÌÏ×ÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ × ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÍÏÖÎÏ ÏÓÌÁÂÉÔØ ÄÏ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ
(ÉÂÏ × ÔÏÍ ÍÅÓÔÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÇÄÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÍ-
ÐÁËÔÎÏÓÔÉ). ôÅÏÒÅÍÁ ÎÅ×ÅÒÎÁ ÂÅÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ (ÉÌÉ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏ-
ÓÔÉ); ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ: Q ⊂ R.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ q : Rk → Rm ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÐÛÉÃÉÅ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÔÁËÏÅ s, ÞÔÏ |q(x) − q(y)| < s|x − y| ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË x; y ∈ Rk. úÁÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ ËÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÉÌÉ ÌÉÐÛÉÃÉÅ×Ï ÏÂßÅÍÌÅÍÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ
×ÌÏÖÅÎÏ × ÐÌÏÓËÏÓÔØ É × Rm | ÄÏËÁÖÉÔÅ ÉÌÉ ÓÍ. [MR99]. úÎÁÞÉÔ, ÁÎÁÌÏÇÉ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ
ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÉÌÉ ÌÉÐÛÉÃÉÅ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ ÎÅ×ÅÒÎÙ.

áÎÁÌÏÇ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ (É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ (1)) ÄÌÑ C1-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ×ÅÒÅÎ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. 1

çÉÐÏÔÅÚÁ. áÎÁÌÏÇ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÅÒÅÎ ÄÌÑ Cr-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÒÉ r ≥ 2 É ÄÌÑ ÁÎÁ-
ÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. 2

åÓÌÉ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÊ ×ÓÔÒÅÔÑÔÓÑ ÎÅÐÏÎÑÔÎÙÅ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÔÅÒÍÉÎÙ,
ÔÏ ÜÔÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÕÓÔÉÔØ ÂÅÚ ÕÝÅÒÂÁ ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ.

äÒÕÇÉÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ. (3) éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ É ÞÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÂÙÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ (ÐÒÉÍÅÒ: ËÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï [Pr04, 4.4]).
ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÂÙÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ
ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÏÂßÅÍÌÅÍÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ. óÒ. [Gl68].

(4) ðÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÕÄÏÂÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÇÒÕÐÐÙ Ñ×ÌÑ-
ÀÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ìÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÎÅÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ ëÁÒÔÁÎÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÚÁÍËÎÕ-
ÔÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ.

(5) ìÀÂÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÇÌÁÄ-
ËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏ ÏÂßÅÍÌÅÍÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ
ÉÚ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÍÏÖÅÔ Ó×ÏÂÏÄÎÏ (É

1÷ ËÏÎÃÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÎÁÄÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Õ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-
ÎÉÑ ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÅÓÔØ ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÅÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅÐÒÅ-
ÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ: ÄÌÑ m = 1 ÉÍÅÅÍ f ′(x) = lim

n→∞
(f(x+ 1

n )− f(x))n). ôÏÇÄÁ ÉÚ ÏÂßÅÍÌÅÍÏÊ C1-ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ
ÂÕÄÅÔ ×ÙÔÅËÁÔØ, ÞÔÏ N ÅÓÔØ C1-ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ.

2÷ÏÐÒÅËÉ [RSS96, RSS97], Á×ÔÏÒ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÇÉÐÏÔÅÚÙ × Cr-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÒÉ r ≥ 2. äÌÑ ÜÔÏÇÏ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ×ÍÅÓÔÏ ËÏÎÕÓÏ× Bm;kl ÐÙÔÁÔØÓÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÏÂßÅËÔÙ, ÂÏÌÅÅ ÇÌÁÄËÏ ×ÔÙËÁÀÝÉÅÓÑ ×
ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á ×ÍÅÓÔÏ (m−k)-ÍÅÒÎÙÈ ÛÁÒÏ× D ⊂ L (ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ) | ÆÉÇÕÒÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÂÏÌØÛÉÊ
ÐÏÒÑÄÏË ËÁÓÁÎÉÑ Ó p(N ′). óÍ. ÔÁËÖÅ [Wi].

2



ÄÁÖÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ) ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ. éÚ×ÅÓÔÎÏ,
ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÌÅÞÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ: ÅÓÌÉ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ÔÏÐÏ-
ÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ,
ÔÏ ÜÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ. üÔÏ ÇÌÁÄËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÇÉÐÏÔÅÚÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ-óÍÉÔÁ, ÄÏËÁÚÁÎÎÙÊ × 1946
âÏÈÎÅÒÏÍ É íÏÎÔÇÏÍÅÒÉ [MZ55, Theorem 2 on p. 208] ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. çÉÐÏÔÅÚÁ
çÉÌØÂÅÒÔÁ-óÍÉÔÁ ÐÏÑ×ÉÌÁÓØ ÐÏÓÌÅ ÒÅÛÅÎÉÑ × 1952 (ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ çÌÉÚÏÎÏÍ, Á ÔÁËÖÅ íÏÎÔ-
ÇÏÍÅÒÉ É ãÉÐÐÉÎÙÍ) ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÑÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ: ÌÀÂÁÑ ÌÏËÁÌØÎÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á
ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ [MZ55]. ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÅ-
ÄÕÃÉÒÏ×ÁÔØ ÇÌÁÄËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÇÉÐÏÔÅÚÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ-óÍÉÔÁ É Ë ÐÑÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ. óÍ.
ÔÁËÖÅ [RS97, RSS97].

(6) ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ó×ÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ [MZ55, Theorem 3 on
p. 208-209] Ë ÅÇÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ m = 1 (Ô.Å. Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ëÏÛÉ h(s + t) = h(s) + h(t)):
ÌÀÂÁÑ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ {ht}t∈R ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× m-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÎÅ-
ÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t, ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÇÌÁÄËÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ.
(üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÷. é. áÒÎÏÌØÄÏÍ × 1980-Å ÇÏÄÙ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.
íÙ ÓÏ×ÅÔÕÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÌÑ M = R2, ÞÅÇÏ ÄÏ-

ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ (ÔÏÇÄÁ ËÏÎÅÃ ÜÔÏÇÏ ÁÂÚÁÃÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÐÕÓÔÉÔØ). ôÏ,
ÞÔÏ N Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ × M , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ.
ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ M = Rm.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ |x| :=
√
x2

1 + : : :+ x2
m É

Bm;k
l := {(x1; : : : ; xm) ∈ Rm | − l2xk < |x| < 1=l É l2|xi| < |x| ÄÌÑ k < i ≤ m}:

ôÏÇÄÁ
• Bm;m+1

l ÅÓÔØ ÐÒÏËÏÌÏÔÁÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ m-ÍÅÒÎÏÇÏ ÛÁÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ 1=l,
• Bm;k

l ÅÓÔØ ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÏÎÕÓ ÎÁÄ (1=l2)-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÌÕÛÁÒÉÑ × (m − 1)-
ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ 1=l ÄÌÑ 1 ≤ k ≤ m, É

• Bm;0
l = ∅ ÄÌÑ l > m.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Om ÇÒÕÐÐÕ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rm.
÷ÏÚØÍÅÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ k ≥ 0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

(*) ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x ∈ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ l > m É A ∈ Om, ÞÔÏ (x+ ABm;k
l ) ∩N = ∅:

(îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ N Ñ×ÌÑÅÔÓÑ '(m − k)-ÍÅÒÎÏ ÌÉÐÛÉÃÉÅ×ÙÍ'.) ôÁËÏÅ k ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ (*) ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÐÒÉ k = 0. óÍ. ÒÉÓ. 1, ÇÄÅ m = 2 É k = 1.

x

q p

y

y + AlB
k
l

y −AlB
k
l

N
N ′

Im−k

Im

òÉÓÕÎÏË 1
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åÓÌÉ k = m + 1, ÔÏ N ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË É ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ
ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ k ≤ m.

äÁÌÅÅ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ m É k É ÏÐÕÓËÁÅÍ ÉÈ ÉÚ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÎÕÓÁ Bm;k
l . ÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-

ÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {Al}, ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÕÀ × Om. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

Nl := {x ∈ N | (x+ AlBl) ∩N = ∅}:

÷×ÉÄÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ (*) ÉÍÅÅÍ N = ∪∞l=1Nl. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Nl ÚÁÍËÎÕÔÏ × N (ÄÏËÁÖÉÔÅ
ÉÌÉ ÓÍ. ÄÅÔÁÌÉ × [RSS96, ìÅÍÍÁ 3.1]). úÎÁÞÉÔ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÜÒÁ Ï ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ Nl
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ × N ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.

ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÞËÁ x ∈ N É ÚÁÍËÎÕÔÙÊ m-ÍÅÒÎÙÊ ËÕÂ Im ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÍÅÎØÛÅ 1=l
Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ N ′ := N ∩ Im ⊂ Nl. ôÏÇÄÁ

(∗∗) [(y + AlBl) ∪ (y − AlBl)] ∩N ′ = ∅ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ y ∈ N ′:

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ z ∈ (y − AlBl) ∩N ′, ÔÏ y ∈ (z + AlBl) ∩N ′ ⊂ Nl, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.
ôÁË ËÁË N ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ N ′ ËÏÍÐÁËÔÎÏ. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ

ÎÅËÏÔÏÒÁÑ (m− k)-ÍÅÒÎÁÑ ÇÒÁÎØ L ËÕÂÁ Im ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ k-ÍÅÒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Al(Rk ×~0)
(L = Im ÐÒÉ k = 0). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p : Im → L ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ.

ðÅÒ×ÙÊ ÓÌÕÞÁÊ: p(N ′) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ × L ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U . (üÔÏ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÔÁË ÄÌÑ
k = m, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÕÖÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.) (üÔÏ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÅ ÔÁË ÄÌÑ k = 0.) éÚ (**) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ p
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÎÁ N ′, É ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ q : U → N ′ ÌÉÐÛÉÃÉ-
Å×Ï. ðÏÜÔÏÍÕ q ÉÍÅÅÔ ÔÏÞËÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ [Fe69, ôÅÏÒÅÍÁ 3.1.6]. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÏÂßÅÍÌÅÍÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ q ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ.
ðÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ × ÏÄÎÏÊ
ÔÏÞËÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N . ôÏÇÄÁ ÉÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÏÂßÅÍÌÅÍÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
N Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ.

÷ÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ: p(N ′) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉËÁËÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ × L ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. (úÎÁÞÉÔ,
k < m.) ôÁË ËÁË p(N ′) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ × L ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ a ∈
L− p(N ′), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÁÑ Ë ÃÅÎÔÒÕ ÇÒÁÎÉ L (ÔÏÞÎÅÅ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏ ÃÅÎÔÒÁ
ÇÒÁÎÉ L ÍÅÎØÛÅ ÞÅÔ×ÅÒÔÉ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ). ôÁË ËÁË p(N ′) ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ
ÏÔ a ÄÏ p(N ′) ÎÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ z ∈ N ′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ |a− p(z)| ÒÁ×ÎÏ ÜÔÏÍÕ
ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ. ðÏÓËÏÌØËÕ a ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏ Ë ÃÅÎÔÒÕ ÇÒÁÎÉ L, ÔÏ p(z) ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÇÒÁÎÉ
L. ôÏÇÄÁ ÏÔËÒÙÔÙÊ (m − k)-ÍÅÒÎÙÊ ÛÁÒ D ⊂ L Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × y É ÒÁÄÉÕÓÏÍ |a − p(z)| ÎÅ
ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ p(N ′). ðÏÜÔÏÍÕ p−1(D) ∩N ′ = ∅. ñÓÎÏ, ÞÔÏ

(z + AlBl) ∪ (z − AlBl) ∪ p−1(D) ⊃ z + AlBm;k+1
s ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ s:

ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ (**) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (z+AsBm;k+1
s )∩N = ∅. ôÁË ËÁËN ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÏÂßÅÍÌÅÍÏ

ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ, ÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x ∈ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ Uz É Ux ÔÏÞÅË z É x × Rm É
ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ h : Uz → Ux, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ z × x É Uz ∩N × Ux∩N . ôÏÇÄÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ
ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ

h(Uz ∩ (z + AsBm;k+1
s )) ⊃ x+ ABm;k+1

u ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ A ∈ Om É u > m:

úÎÁÞÉÔ, (*) ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ k ÎÁ k + 1. üÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ k.
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