
ÏËÀÍ ËÅÊÖÈÉ À.Ì.ÂÅÐØÈÊÀ Â ÄÓÁÍÅ-2008

"À ×ÒÎ ÁÓÄÅÒ, ÅÑËÈ n Î×ÅÍÜ ÁÎËÜØÎÅ?"

Òåìà 1. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîäñòàíîâîê è ñìåæíûå âîïðîñû.
1.Ïîäñòàíîâêè, ïåðåñòàíîâêè, ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn, ñîïðÿæåííîñòü, ðàçëîæå-

íèå íà öèêëû.
Ïðåäëîæåíèå. Ñîâîêóïíîñòü äëèí öèêëîâ - ïîëíûé èíâàðèàíò ñîïðÿæåííîñòè.
×òî òàêîå âåðîÿòíîñòü:

P (g)
.
=

1

n!
P (A)

.
=

N(A)

n!
;

è "ñðåäíåå" (ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå) ôóíêöèè f íà ãðóïïå:

Ef = 1 · P{f(g) = 1}+ 2 · P{f(g) = 2} . . . k · P{f(g) = k} =
∑

k

k · P{f(g) = k}

Äâå íóìåðàöèè öèêëîâ - ñëó÷àéíàÿ è äåòåðìèíèðîâàííàÿ. Êîäèðîâàíèå ïîäñòàíîâîê.
Ìîäåëü ðàçëîæåíèÿ íà öèêëû â ñëó÷àéíîé íóìåðàöèè: ïîäñòàíîâêà çàäàåòñÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòüþ ÷èñåë i1 = 1, i2, . . . , in, ñãðóïïèðîâàííûõ â öèêëû, ïðè÷åì êàæäûé öèêë
íà÷èíàåòñÿ ñ íàèìåíüøåãî â íåì ÷èñëà, è êîíöû öèêëîâ óêàçàíû.

Ìîäåëü â äåòåðìèíèðîâàííîé íóìåðàöèè: öèêëû ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ
äëèí.

n1(g) ≥ n2(g) · · · ≥ nk(g),

n = n1(g) + n2(g) + ..nk(g), n1 < n2 < . . . nk

Äèàãðàììà Þíãà, îòâå÷àþùàÿ ïîäñòàíîâêå. λ = (n1, n1 + n2 . . . n). Ãðàô Þíãà.
2.Ïåðâàÿ çàäà÷à. Íàéòè ñðåäíåå ÷èñëî äëèí öèêëîâ â òèïè÷íîé ïîäñòàíîâêå.
Òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà:
Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (ñðåäíåå) äëèí öèêëîâ ñëó÷àéíîé ïîäñòàíîâêè
1-å ðåøåíèå.
Èñïîëüçóåì ñëó÷àéíóþ ìîäåëü öèêëîâ.
Ak - ìíîæåñòâî ïîäñòàíîâîê, ó êîòîðûõ â ìîäåëè íà k-ì øàãå (ñì. âûøå) îêàí÷èâà-

åòñÿ öèêë.
Ïðèìåð:

g = ((1, 5), (2, 3, 8, 6), (4, 7)) : g ∈ A2

⋂
A6

⋂
A8

Ëåììà 1)P (Ak) = 1
n−k+1

,
2)Ai è Aj, i < j - íåçàâèñèìû: P (Ai ∩ Aj) = P (Ai) · P (Aj).
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Òåîðåìà 1. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (ñðåäíåå) äëèí öèêëîâ ñëó÷àéíîé ïîäñòàíîâêè

E{Cycln(g)} = ln n + O(1) ≈ ln n

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî öèêëîâ ïîäñòàíîâêè g ðàâíî ÷èñëó èõ êîíöîâ, ò.å. ÷èñëó ìíî-
æåñòâ Ak, â êîòîðûå ïîïàäàåò g, ñëåäîâàòåëüíî, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà öèê-
ëîâ ðàâíî ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ ñóììû ïîïàäàíèé, ò.å. ðàâíî ñóììå âåðîÿòíîñòåé
ìíîæåñòâ Ak:

E( Cycln(g)) =
∑

k

P (Ak) =
1

n
+

1

n− 1
+ · · ·+ 1

n− k + 1
· · ·+ · · ·+ 1 = ln n + γ + o(1)

ãäå γ = 0, 5772156649015235... - êîíñòàíòà Ýéëåðà.

3.Íåïðåðûâíàÿ ìîäåëü è âòîðîå ðåøåíèå.
Çàáóäåì òåïåðü î êîìáèíàòîðèêå è ïåðåéäåì ê íåïðåðûâíûì îáúåêòàì - ê àíàëè-

çó. Äëèíà ïåðâîãî öèêëà k1 â ñëó÷àéíîé ìîäåëè ìîæåò áûòü ëþáûì öåëûì 1, 2 . . . n c
îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ, âòîðîãî - 1, 2, . . . (n− k1) è ò.ä.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î "ëîìàíèè ïàëêè"("stick breaking process"èëè "ìàðêîâñêàÿ ïðî-
öåäóðà äåëåíèÿ îòðåçêà").

Îòðåçîê [0, 1] äåëèòñÿ ("ëîìàåòñÿ") ñëó÷àéíî ñ ðàâíîìåðíîé âåðîÿòíîñòüþ (ò.å. òî÷êà
ðàçëîìà ξ è ðàñïðåäåëåíà íà îòðåçêå [0, 1] ðàâíîìåðíî). Ëåâûé îòðåçîê ôèêñèðóåì è
çàòåì ëîìàåì ïðàâûé îòðåçîê. Âûáèðàåì ïîñëåäîâàòåëüíî òî÷êè ðàçëîìà ñ ïîìîùüþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêèõ ξ1, ξ2, . . . , ξn- ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïîëó÷àåì

x1 = xi1, x2 = ξ2(1− ξ1), . . . xn = ξn(1−
n−1∑

k

ξk) = ξn

n−1∏

k=1

(1− ξk) .

Ôàêòè÷åñêè ìû îòîáðàæàåì êóá íà ñèìïëåêñ è ýòî - ôîðìóëû îòîáðàæåíèÿ Tn êóáà

Qn =
n∏
1

[0, 1]

íà ñèìïëåêñ (ïî÷òè áèåêöèè)

Σn = {{x1, . . . xn} :
∑

k

xk ≤ 1, xk ≥ 0, k = 1, . . . , n}.

Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå:

ξ1 = x1, ξ2 =
x2

1− x1

, . . . , ξn =
xn

1− x1 − ...− xn−1
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Ôîðìóëû ïðèìåíèìû è ê áåñêîíå÷íûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì, ò.å. çàäàþò îòîáðàæå-
íèå áåñêîíå÷íîìåðíîãî êóáà íà áåñêîíå÷íîìåðíûé ñèìïëåêñ.

T∞ : Q∞ → Σ∞.

Ýòî îòîáðàæåíèå ïðåîáðàçóåò ìåðó íà êóáå λ â ìåðó íà ñèìïëåêñå κ.
Î Σ∞ - ñèìïëåêñå ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ñ ñóììîé åäèíèöà.
Èäåÿ íîñèòåëÿ ìåðû: ñâîéñòâî, âûïîëíÿþùååñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà è ñâîéñòâî

"ïî÷òè âñÿêîé òî÷êè".

lim
n

x
1
n
n = e−1

Äîêàçàòåëüñòâî.

lim
1

n
ln xn = lim

1

n

∑

k

ln(1− ξk) =

∫ 1

0

ln(1− x)dx = e−1

Çäåñü â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå èñïîëüçîâàí óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë èëè ýð-
ãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà.

Îòñþäà âûòåêàåò

Òåîðåìà 2. Ïî÷òè âñÿêèé ïî ìåðå κ ðÿä ñõîäèòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì e−1.

Òî÷íåå, ln xn = −n + o(
√

n); n → ∞, ïðè÷åì îñòàòî÷íûå (âòîðûå) ñëàãàåìûå ïðè
ðàçíûõ n àñèìïòîòè÷åñêè íåçàâèñèìû.

Ñëåäñòâèå. Íîðìèðîâàííûå äëèíû öèêëîâ ñëó÷àéíûõ ïîäñòàíîâîê óáûâàþò ñî ñêî-
ðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì e−1 â òîì æå ñìûñëå, ÷òî è âûøå.

Ñëåäóåò ëèøü óòî÷íèòü, êàêèì îáðàçîì àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïîäñòàíîâêà.
Îïèñàííûé ýôôåêò îáúÿñíÿåò ìíîãîå â êîìáèíàòîðèêå.
Òåïåðü îáúÿñíåíèå, ïî÷åìó î ÷èñëå öèêëîâ åñòü ln n - òðèâèàëüíî: èìåííî ñòîëüêî

÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì e−1 áîëüøå, ÷åì 1
n
.

Äðóãîé âîïðîñ. Ïðè êàêîì n ÷àñòíàÿ ñóììà "òèïè÷íîãî" ðÿäà (ò.å. 99% âñåõ ðÿäîâ)
ñòàíåò áîëüøå 99% ñóììû âñåãî ðÿäà?

Ðåøåíèå. Ïîäñ÷åò äàåò ÷èñëî 11 (ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n)
Ñëåäñòâèå (î öèêëàõ).
Çàäà÷à. Êàêîâî ñîîòíîøåíèå äâóõ ñóìì - ñóììèðîâàíèå ïî ÷åòíûì è íå÷åòíûì

äëèíàì öèêëîâ? Ïîäåëèì èõ íà n, òîãäà èõ ñóììà òàêèõ íîðìèðîâàííûõ äëèí ðàâíà 1,
ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü îäíó ñóììó. Êàê îíà ðàñïðåäåëåíà?
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Îòâåò - íå ðàâíîìåðíî, à ñîâñåì íàîáîðîò. Ïëîòíîñòü ðàâíà
c√

x(1− x)

ò.å. ëèáî îäíà èç íèõ î÷åíü áîëüøàÿ, à âòîðàÿ ìàëåíüêàÿ, ëèáî íàîáîðîò. Ïî÷åìó?
Ïîòîìó ÷òî äëèíû öèêëîâ óáûâàþò ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

4. Çàéìåìñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì óïîðÿäî÷åíèåì öèêëîâ - ïî óáûâàíèþ äëèí (ýòî,
òàê íàçûâàåìûé, âàðèàöèîííûé ðÿä), è ïîñòàâèì áîëåå ñëîæíûé âîïðîñ - îá àñèìïòî-
òè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèí öèêëîâ, â ÷àñòíîñòè, êàêîâî àñèìïòîòè-
÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå äëèíû ìàêñèìàëüíîãî öèêëà. Âïåðâûå åãî ðåøèë Â.Ë.Ãîí÷àðîâ
â 40-õ ãã. Ìû ñäåëàåì ýòî áîëåå ýêîíîìíî.

Ïóñòü
ρn(a) ≡ |{g ∈ Sn : 1

n
nmax(g) ≤ a}
n!

.

Äîëÿ ïîäñòàíîâîê, ó êîòîðûõ âñå öèêëû èìåþò íîðìèðîâàííóþ íà n äëèíó, ìåíüøóþ,
÷åì a ∈ { i

n
, i = 1 . . . n.}, ò.å. ρn(a) - ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííîé ìàêñèìàëü-

íîé äëèíû öèêëà.
Âûâåäåì ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ò.å.

lim
n

ρn(a) ≡ ρ(a)

.
Íàïîìíèì, ÷òî

xn = ξn

n−1∏

k=1

(1− ξk).

Âûðàçèì âñå âåëè÷èíû ÷åðåç {ξn} - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ, êîòîðàÿ çàäà-
âàëà ðÿä {xn} (ñì. âûøå).

ρ(a) = Prob{x : maxnxn < a} = Prob{ξ1 < a & ξi < a ·
n−1∏

k=1

(1− ξk), i > 1}.

Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè âåëè÷èíû ξ1 è ñîâîêóïíîñòè âåëè÷èí {ξi, i > 1}, óñëîâíûå ìåðû
(ïðè óñëîâèè x1 = ξ1 = a) íà ñîâîêóïíîñòè {xn, n > 2} - îäèíàêîâû ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ
, è ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèå âòîðîãî ìàêñèìóìà maxn>1 xn ïîñëå íàäëåæàùåé íîðìèðîâ-
êè (íà 1 − x1) áóäåò òàêîå æå? êàê è ðàñïðåäåëåíèå îáùåãî ìàêñèìóìà. Èíà÷å ãîâîðÿ,
âàðüèðóÿ óñëîâèå ïî ïðîìåæóòêó [0, a] ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñè-
ìóìà:

ρ(a) =

∫ a

0

ρ(
a

1− t
)dt.
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Ñäåëàåì çàìåíó ïîä èíòåãðàëîì u = a
1−t

ρ(a) = a ·
∫ a

1−a

a

ρ(u)u−2du.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî a, (êîòîðîå îáîçíà÷èì òåïåðü t) ïîëó÷àåì ïîñëå íåñëîæíûõ âû-
êëàäîê çàìå÷àòåëüíîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè p(.) àñèìïòîòè÷åñêîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî öèêëà ïîäñòàíîâêè ïðè n ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè:

p(t) =
d

dt

[ ∫ t

0

ρ(
a

1− t
)da

]
=

ρ( t
1−t

)

t

èëè

t · p(t) =

∫ t
1−t

0

p(u)du

Ïîñêîëüêó
∫ 1

0
p(t)dt = 1. òî åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

p(t) = 1/t ·
(

1−
∫ ∞

t
1−t

p(u)du

)
,

à èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ âèäíî, ÷òî çíàíèå ôóíêöèè p(.) íà èíòåðâàëå (1/n, 1/(n−1))

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò åå íà èíòåðâàëå (1/(n + 1), 1/n), òàê êàê îòîáðàæåíèå

t ` t

1− t

ïåðåâîäèò âòîðîé èíòåðâàë â ïåðâûé. Íî íà èíòåðâàëå (1,∞) (n = 0) ïëîòíîñòü ðàâíà
íóëþ, ïîýòîìó íà èíòåðâàëå ([1/2, 1], (n = 1) îíà ðàâíà

p(t) = 1/t,

a íà èíòåðâàëå (1/3, 1/2) ïîëó÷àåì ëîãàðèôì:

p(t) = 1/t ·
(

1− ln
1− t

t

)
,

äàëåå âîçíèêàåò, òàê íàçûâàåìûé, äèëîãàðèôì (èíòåãðàë îò ëîãàðèôìà) î÷åíü ïî-
ïóëÿðíûé ñåé÷àñ ó ôèçèêîâ è Ê-òåîðåòèêîâ, òðèëîãàðèôì è ò.ä. Ãëàäêîñòü ôóíêöèè
íàðóøàåòñÿ ëèøü â òî÷êàõ âèäà 1/n, íî îíà óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó âìåñòå ñ âîçðàñ-
òàíèåì n: â òî÷êå 1 ôóíêöèÿ èìååò ðàçðûâ, â òî÷êå 1/2 - îíà íåïðåðûâíà, íî ðàçðûâíà
åå ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ, è ò.ä. Ôóíêöèÿ p(.) ñ êîëîññàëüíîé (ñâåðõýêñïîíåíöèàëüíîé)
ñêîðîñòüþ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, êîãäà àðãóìåíò ñòðåìèòñÿ ê 0.
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ß íàçâàë ýòó ôóíêöèþ ôóíêöèåé Äèêìàíà-Ãîí÷àðîâà, ïî÷åìó åùå è Äèêìàíà, áóäåò
îáúÿñíåíî äàëåå. Îíà ñîäåðæèò âñþ èíôîðìàöèþ îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè äëèíû
ìàêñèìàëüíîãî öèêëà.

(Ãðàôèê, òàáëèöà çíà÷åíèé)
Ïðîáëåìà. Êàêîâî ñðåäíåå (ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå) íîðìèðîâàííîé äëèíû

ìàêñèìàëüíîãî öèêëà? (Êîíñòàíòà Ãîëîìáà) ×èñëåííîå çíà÷åíèå ëåãêî ñîñ÷èòàòü ñêîëü
óãîäíî òî÷íî (0, 53...).

Ãîëîìá ðàññìàòðèâàë äðóãèå ôóíêöèè: R(.) è ρ(.) (ýòî íå òî ρ, ÷òî áûëî âûøå),
ñâÿçàííûå ñ ôóíêöèåé Ãîí÷àðîâà-Äèêìàíà ñîîòíîøåíèÿìè:

R(t) = t−1 · p(t−1), p(t) = t−1 ·R(t−1),

è
ρ(t) = R(t + 1) = (t + 1)−1 · p((t + 1)−1).

Ôóíêöèÿ R çàäàíà íà èíòåðâàëå [1,∞), à ôóíêöèÿ ρ - íà [0,∞); ïðè t ∈ [0, 1), R(t) ≡ 0;
ïðè t ∈ [1, 2) R(t) = const, R(1) = ρ(0) = 1; ýòè ôóíêöèè ìîíîòîííî óáûâàþò è
ñâåðõýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ íèõ ïåðåïèøåòñÿ òàê:

R′(t) = −R(t− 1)

t− 1
, tρ′(t) = −ρ(t− 1).

Ýòî - óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ R(.) ñ
òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ e−γ, ãäå γ - êîíñòàíòà Ýéëåðà (ñì. âûøå), - åñòü ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ âàæíîé ôóíêöèè F :

F (ξ1, ξ2 . . . ) = 1 +
∞∑

k=1

k∏
i=1

ξi

çäåñü {ξn} ïî-ïðåæíåìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå
íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ñîîòâåòñòâåííî, ρ - ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíê-
öèè F − 1.

Íî íàèáîëåå âàæíàÿ ôóíêöèÿ - ýòî íåáîëüøîå âèäîèçìåíåíèå ôóíêöèè Äèêìàíà-
Ãîí÷àðîâà:

h(t) = e−γ p(t)

t

Ýòî - ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè F (ξ)−1. Åùå âàæíåå, ÷òî ýòî ïëîòíîñòü èíâàðè-
àíòíîé ìåðû ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà, ñâÿçàííîãî ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìàêñèìàëüíûõ
öèêëîâ. Áîëåå ñåðüåçíûå ñâÿçè è çàäà÷è (ìàðêîâñêèå ïðîöåññû, áëóæäàíèÿ, èíòåãðèðî-
âàíèå ïî ïðîñòðàíñòâó ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ) îñòàâèì äî äðóãîãî ðàçà. Ñêàæåì ëèøü, ÷òî
ïðîîáðàç ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xk . . . ïðè îòîáðàæåíèè êóáà
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íà ñèìïëåêñ ñîñòîèò èç òåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé y1, y2 . . . , ëþáûå äâà ñîñåäíèõ ÷ëåíà
(yk, yk+1, k ≥ 1 ëåæàò â îáëàñòè

yk+1 ≥ min(
yk

1− yk

, 1)

, è ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yk} îáðàçóåò ìàðêîâñêóþ öåïü ñ ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíî-
ñòÿìè, ëåãêî âûðàæàþùèìèñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ p. Íî ïðè ýòîì, óäèâèòåëüíî, ÷òî íå p,
à ôóíêöèÿ h ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé ïëîòíîñòüþ äëÿ ýòîé ìàðêîâñêîé öåïè. Ïîýòîìó,
ñòàöèîíàðíàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü (ñ èíâàðèàíòíîé íà÷àëüíîé ìåðîé) ïîëó÷àåòñÿ ïî÷åìó-
òî ìåíåå åñòåñòâåííîé, ÷åì ìîæíî áûëî áû îæèäàòü. Òî÷íåå, ïîÿâëåíèå ôóíêöèè

h(t) = exp(−γ)
p(t)

t

â êà÷åñòâå èíâàðèàíòíîé ïëîòíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî â èñõîäíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è åñòå-
ñòâåííî áûëî áû ñëåãêà èçìåíèòü îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè: âìåñòî ðàâíîìåðíîé ìåðû
íà ïîäñòàíîâêàõ íàäî ñ÷èòàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîäñòàíîâêè Prob(g) îáðàòíî ïðîïîð-
öèîíàëüía äëèíå íàèáîëüøåãî öèêëà ïîäñòàíîâêè g!

5.Ïðîñòûå äåëèòåëè òèïè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïóñòü

n = p1 · p2 · . . . pk

- ðàçëîæåíèå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íà ïðîñòûå äåëèòåëè, óïîðÿäî÷åííûå ïî óáûâà-
íèþ:

p1 ≥ p2 ≥ · · · ≥ pk.

Ðàññìîòðèì âåêòîð
ln p1

ln n
,
ln p2

ln n
, . . .

ln pk

ln n

Ïóñòü n ïðîáåãàåò ïåðâûå N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Êàêîâî ïîâåäåíèå ðàâíîìåðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ íà ìíîæåñòâå âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ ïåðâûì ÷èñëàì, êîãäà N ñòðåìèòñÿ
ê áåñêîíå÷íîñòè, â ÷àñòíîñòè, êàêîâî ðàñïðåäåëåíèå ïåðâîé êîìïîíåíòû (ìàêñèìàëüíî-
ãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ)? Òåîðèÿ ÷èñåë, îñîáåííî àíàëèòè÷åñêàÿ, èçó÷àåò ïðîñòûå ÷èñ-
ëà è òå, êîòîðûå èìåþò ìàëî ïðîñòûõ äåëèòåëåé. Çäåñü æå ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ
îñíîâíîé ìàññîé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Çàìåòèì, ÷òî ýòà çàäà÷à ñîâñåì íå ïîõîæà íà
ïðåäûäóùóþ: â ïåðâîé ìû ðàññìàòðèâàëè ðàçáèåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è äëÿ äàííîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ñóùåñòâóåò p(n) ðàçáèåíèé, â òî âðåìÿ êàê ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå
åäèíñòâåííî; êðîìå òîãî, ñëàãàåìûå âî âòîðîé çàäà÷å - òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà, à íå
öåëûå, êàê â ïåðâîé çàäà÷å.

Ðàññìîòðèì ïåðâûå N ÷èñåë è ïîñòàâèì âîïðîñ î òîì, êàêîâî ðàñïðåäåëåíèå ln p1

ln n
,

ò.å. ïîïðîñòó ãîâîðÿ, êàêîâà äîëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñðåäè ïåðâûõ N ÷èñåë, ó êîòîðûõ

7



íîðìèðîâàííûé ìàêñèìàëüíûé ïðîñòîé äåëèòåëü ñîñòàâëÿåò çàäàííóþ ÷àñòü ñàìîãî
÷èñëà. Òàêîé æå âîïðîñ ìîäíî ñòàâèòü íåò òîëüêî î ìàêñèìàëüíîì ïðîñòîì äåëèòåëå,
íî è î ïðîèçâîëüíûõ k äåëèòåëÿõ. Â ôîðìóëàõ íàø âîïðîñ òàêîâ:

íàéòè
Φ(a) = lim

N→∞
N−1#{n : n < N :

ln p1(n)

ln n
< a ≤ 1},

èëè äëÿ íåñêîëüêèõ äåëèòåëåé:

Φ(a1, a2 . . . ak) = lim
N→∞

N−1#{n : n < N :
ln pi(n)

ln n
< ai, i = 1, 2 . . . k}

Òåì íå ìåíåå, îòâåò â îáåèõ çàäà÷àõ ñîâïàäàåò, è ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ìàêñè-
ìóìà - ò.å. ÷èñëà ln p1

ln n
, ãäå íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà n, àñèìïòîòè÷åñêè òàêîå

æå, êàê ðàñïðåäåëåíèå íîðìèðîâàííîé äëèíû ìàêñèìàëüíîãî öèêëà ñëó÷àéíîé ïîäñòà-
íîâêè. Ñàìî ýòî ðàñïðåäåëåíèå íàøåë â 30-õ ãã. ÕÕ âåêà íåìåöêèé ìàòåìàòèê Äèêìàí,
íî ñîâïàäåíèå ñ ôóíêöèåé Ãîí÷àðîâà è íåçàâèñèìîå äîêàçàòåëüñòâî îäèíàêîâîñòè áûëî
íàéäåíî ëèøü íåäàâíî.

Âûâîäû àíàëîãè÷íû: íàïðèìåð, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî áîëüøîãî ÷èñëà N 99 ïðîöåí-
òîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n, ìåíüøèõ, ÷åì N îáëàäàþò ñâîéñòâîì

n0,99 < p1 · p2 . . . p11,

èëè èíà÷å ãîâîðÿ, ó îñíîâíîé ÷àñòè (99%) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îñíîâíàÿ ÷àñòü (99%)
÷èñëà åñòü ïðîèçâåäåíèå íàèáîëüøèõ 11 ïðîñòûõ äåëèòåëåé.

Òåìà 2. Öåëî÷èñëåííûå ìíîãîóãîëüíèêè è ïðåäåëüíûå ôîðìû.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü öåëî÷èñëåííóþ ðåøåòêó Z2 íà ïëîñêîñòè è ëîìàíûå è ìíî-

ãîóãîëüíèêè ñ âåðøèíàìè íà íåé. Çàôèêñèðóåì äâå òî÷êè T0 = (0, 0) è Tn = (n, n)

Îáîçíà÷èì C(T0, Tn;Z) ≡ Cn âñå âûïóêëûå öåëî÷èñëåííûå ëîìàíûå, ñ êîíöàìè â òî÷-
êàõ T0, Tn. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñðàâíèâàòü èõ ñâîéñòâà ïðè ðàçíûõ n, ïåðåéäåì ê ðåøåòêå
ñ øàãîì n−1, è, òåì ñàìûì ê âûïóêëûì ëîìàíûì, ñîåäèíÿþùèì òî÷êè (0,0) è (1,1) ñ
âåðøèíàìè íà ðåøåòêå Z2

n−1 . Òåïåðü ìû ìîæåì ñïðàøèâàòü, "à ÷òî áóäåò ïðè áîëüøèõ
n: íàïðèìåð, êàê âûãëÿäèò òèïè÷íàÿ ëîìàíàÿ? ñêîëüêî ó íåå ñòîðîí?" è ïð.

Ýòà çàäà÷à ïîÿâèëàñü â 80-õ ãã â ñâÿçè ñ íåñêîëüêèìè ðàáîòàìè - Â.È.Àðíîëüäà
î âûïóêëûõ öåëî÷èñëåííûõ ìíîãîãðàííèêàõ, è â ñâÿçè ñ îáùåé òåîðèåé ïðåäåëüíûõ
ôîðì ("limit shape"), ðàçâèâàåìîé àâòîðîì è åãî ó÷åíèêàì.

Ïåðâîå î÷åâèäíîå, íî êëþ÷åâîå íàáëþäåíèå, âûäåëÿþùåå ðàçìåðíîñòü 2, ñîñòîèò â
òîì, ÷òî âûïóêëàÿ ëîìàíàÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì ñâîèõ çâåíüåâ (ñòîðîí),
êàê äâóìåðíûõ âåêòîðîâ (ó íàñ âåêòîðû öåëî÷èñëåííûå). Ïðè ýòîì ýòîò íàáîð ìîæåò
áûòü ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíûì ñ îäíîé ëèøü îãîâîðêîé, ÷òî â íåì íåò êîëëèíåàð-
íûõ âåêòîðîâ. Ýòî ñðàçó ïåðåâîäèò çàäà÷ó â îáëàñòü, íàçûâàåìóþ "òåîðèÿ âåêòîðíûõ
ðàçáèåíèé".

8



Âåêòîðíîå ðàçáèåíèå - ýòî ïðåäñòàâëåíèå öåëî÷èñëåííîãî âåêòîðà ñ íåîòðèöàòåëü-
íûìè êîîðäèíàòàìè â âèäå íåóïîðÿäî÷åííîé ñóììû òàêèõ æå âåêòîðîâ. Â ðàçìåðíîñòè
1 ýòî îáû÷íûå ðàçáèåíèÿ (ñì. òåìó 1). Äëÿ âåêòîðíûõ ðàçáèåíèé åñòü ïîõîæàÿ, íî êóäà
ìåíåå ïîëíàÿ òåîðèÿ, è, â ÷àñòíîñòè, ïîëüçóÿñü òåìè æå ñðåäñòâàìè (Ýéëåð, Õàðäè-
Ðàìàíóäæàí, Ðàäåìàõåð, Ðàéò) ìîæíî ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêó ÷èñëà òàêèõ ðàçáèåíèé è
â ÷àñòíîñòè ÷èñëà èíòåðåñóþùèõ íàñ ëîìàíûõ.

Ñíà÷àëà íàïèøåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ýòîãî ÷èñëà. ×èñëî p2(n) íàáîðîâ
öåëî÷èñëåííûõ íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ ñ ñóììîé (n,m) ∈ Z2 èìååò ñëåäóþùóþ ïðî-
èçâîäÿùóþ ôóíêöèþ (äâóõ ïåðåìåííûõ)

F2(x, y) =
∏
p,q

1

1− xpyq
=

∑
n,m

p2(n,m)xnym,

ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì íåîòðèöàòåëüíûì ïàðàì (n,m), à ïðîèçâåäåíèå - ïî âñåì
ïàðàì âçàèìíî-ïðîñòûõ (p, q), - ýòî åñòü òðåáîâàíèå íåêîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ. Ïðî-
èçâîäÿùàÿ ýéëåðîâñêàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé äëÿ ðàçáèåíèé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
èëè äëÿ äèàãðàìì Þíãà - òàêîâà

F1(x) =
∞∏

k=1

1

1− xk
=

∞∑
n=0

p(n)xn,

ëåãêî íàïèñàòü ôîðìóëó äëÿ ìíîãîìåðíûõ ðàçáèåíèé.
Ýéëåðîâñêàÿ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ àñèìïòîòèêà òàêîâà

ln p(n) = 2
π√
6

√
n(1 + o(1)),

(åå ìîæíî ïîëó÷àòü ýëåìåíòàðíûìè ñðåäñòâàìè, àíàëèçèðóÿ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ).
Íàñ èíòåðåñóåò äèàãîíàëüíàÿ àñèìïòîòèêà - p2(n, n); îíà òàêîâà:

ln p2(n, n) = 3ζ(3)1/3 · n2/3(1 + o(1)).

(åå òîæå ìîæíî ïîïðîáîâàòü äîêàçàòü ýëåìåíòàðíî)
Ýòà îöåíêà æå äàåò àñèìïòîòèêó ÷èñëà âûïóêëûõ ðåøåò÷àòûõ ëîìàíûõ íà ñåòêå ñ

øàãîì 1/n â êâàäðàòå |x|+|y| = 1 ñ êîíöàìè â åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ âåðøèíàõ. Ýòî åñòü
ñëåäñòâèå óêàçàííîãî âûøå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó âåêòîðíûìè ðàçáèåíèÿìè è òàêèìè
ëîìàíûìè. Òàêîé æå îòâåò ïîëó÷àåòñÿ, åñëè âìåñòî êâàäðàòà âçÿòü ïàðàëëåëîãðàìì
ñ òîé æå ïëîùàäüþ, äåéñòâèòåëüíî, âñå íàøè ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî
ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ ïëîùàäü. Òà æå îöåíêà ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàíà äëÿ îöåíêè ÷èñëà çàìêíóòûå öåëî÷èñëåííûõ ëîìàíûõ, ò.å. öåëî÷èñëåííûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ. Ýòî äåëàåòñÿ íèæå.
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Ïóñòü òåïåðü äàíà âûïóêëàÿ êðèâàÿ ñ êîíöàìè â òî÷êàõ (0,0) è (1,1), ò.å. ãðàôèê âû-
ïóêëîé ôóíêöèè y = f(x), f(0) = 0, f(1) = 1. Ñêîëüêî âûïóêëûõ ëîìàíûõ ñ âåðøèíàìè
íà ðåøåòêå ñ øàãîì 1/n ìîæíî âïèñàòü â ε-îêðåñòíîñòü ýòîé êðèâîé?

Áóäåì èñêàòü îòâåò òàê, êàê ýòî äåëàëè êëàññèêè àíàëèçà: ñíà÷àëà ðåøèì ëîêàëüíóþ
çàäà÷ó - äëÿ áåñêîíå÷íî-ìàëîãî ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî ïî äâóì áåñêîíå÷íî-
áëèçêèì êàñàòåëüíûì ê êðèâîé, à ïîòîì ïðîèíòåãðèðóåì ïî íèì. Ïîñòðîèì ñëåäóþùèé
ïàðàëëåëîãðàìì íà âåêòîðàõ, îäèí è êîòîðûõ èìååò íà÷àëî â òî÷êå (x, f(x)) è íàïðàâ-
ëåíèå f ′(x), à âòîðîé - íà÷àëî â òî÷êå (x + ∆x, f(x + ∆x)) è íàïðàâëåíèå f ′(x + ∆x).

Ëåììà. Ïëîùàäü ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà f ′′(x)(∆x)3 (ýòî ïðàâèëüíàÿ ðàçìåð-
íîñòü, òàê êàê ðàçìåðíîñòü âòîðîé ïðîèçâîäíîé åñòü îáðàòíàÿ äëèíà: cì−1).

Ñëåäñòâèå. Îáîçíà÷èì ÷èñëî âûïóêëûõ ëîìàíûõ Vε,n(f)

lim
ε→0

lim
n→∞

n−2/3 ln Vε,n(f) =

∫ 1

0

[f ′′(x)]1/3dx =

∫

γ

κ(s)1/3ds,

ãäå γ- íàøà êðèâàÿ, κ - êðèâèçíà êðèâîé, à ds ýëåìåíò äëèíû êðèâîé.
Äàëåå íà÷èíàåòñÿ ãåîìåòðèÿ, òî÷íåå àôôèííàÿ ãåîìåòðèÿ.
Èíòåãðàë â ôîðìóëå íàçûâàåòñÿ àôôèííîé äëèíîé êðèâîé γ.
Çàäà÷à . Äàòü, ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå àôôèííîé äëèíû, íàïðèìåð, êàê ïðåäåëà

ôóíêöèîíàëîâ îò îáû÷íûõ (ýâêëèäîâûõ) äëèíû è êðèâèçíû êðèâîé. Âûâåñòè îòñþäà,
÷òî àôôèííàÿ äëèíà îòðåçêà ðàâíà íóëþ.(Ñì.êíèãó Áëÿøêå)

Òåîðåìà. Êðèâàÿ, â îêðåñòíîñòè êîòîðîé ñîñðåäîòî÷åíî íàèáîëüøåå ÷èñëî âûïóê-
ëûõ ðåøåòî÷íûõ ëîìàíûõ (íà ñàìîì äåëå - ïî÷òè âñå), åñòü ãåîäåçè÷åñêàÿ àôôèííîé
ãåîìåòðèè, à èìåííî êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ôóíêöèîíàëà äëèíû. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî ïà-
ðàáîëà.

√
1− x +

√
y = 1.

Ýòà êðèâàÿ åñòü ïðåäåëüíàÿ ôîðìà âûïóêëîé ðåøåòî÷íîé ëîìàíîé, òàê êàê â åå
îêðåñòíîñòè ëåæàò ïî÷òè âñå ðåøåò÷àòûå âûïóêëûå ëîìàíûå ñ äàííûìè êîíöàìè.

Çàäà÷à. Íàéòè êðèâóþ, ñ êîíöàìè (0, 0), (1, 1) ñ åäèíè÷íîé ñóììîé êóáè÷åñêèõ êîð-
íåé èç ïëîùàäåé äâóõ ïàðàëëåëîãðàììîâ, ó êîòîðûõ îäíà (îáùàÿ) âåðøèíà åñòü ïðîèç-
âîëüíàÿ òî÷êà êðèâîé, ïðîòèâîïîëîæíàÿ âåðøèíà åñòü (0, 0) ó îäíîãî, (1, 1) - ó äðóãîãî
ïàðàëëåëîãðàììà, à ñòîðîíû - îòðåçêè êàñàòåëüíîé è êîîðäèíàòíûå îñè.

Ìîæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó î çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ëîìàíûõ, ò.å. î âûïóêëûõ ìíî-
ãîóãîëüíèêàõ. ×òî áóäåò äëÿ íèõ ïðåäåëüíîé ôîðìîé?

Äëÿ ìíîæåñòâà âûïóêëûõ ðåøåò÷àòûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, ëåæàùèõ â êâàäðàòå max{|x|, |y|} ≤
1, ïðåäåëüíàÿ ôîðìà åñòü âûïóêëàÿ ôèãóðà, ñîñòàâëåííàÿ èç ÷åòûðåõ êóñêîâ âûøåîïè-
ñàííîé êðèâîé â êàæäîì êâàäðàíòå:
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√
1− |x|+

√
1− |y| = 1.

Îáîáùàÿ ýòîò ðåçóëüòàò, Áàðàíü ïîëó÷èë ïîõîæèé îòâåò äëÿ âûïóêëûõ ðåøåò÷àòûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ, ëåæàùèõ â ïðîèçâîëüíîì âûïóêëîì ìíîãîóãîëüíèêå. Îòâåò äàåòñÿ
âûïóêëîé ôèãóðîé, ñîñòîÿùåé èç îïèñàííûõ êðèâûõ è îòðåçêîâ (áûòü ìîæåò âûðîæ-
äàþùèõñÿ â òî÷êó), ëåæàùèõ íà ñòîðîíàõ ìíîãîóãîëüíèêà.

Åñëè æå îñâîáîäèòüñÿ îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è ôèêñèðîâàòü, íàïðèìåð, ïëîùàäü
ìíîãîóãîëüíèêà è áàðèöåíòð (íàïðèìåð, ñ÷èòàòü, ÷òî îí ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäè-
íàò), òî îòâåò ñîâñåì äðóãîé:

Çàäà÷à. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäåëüíàÿ ôîðìà íå åäèíñòâåííà, ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ
ôîðì åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ýëëèïñîâ äàííîé ïëîùàäè ñ öåíòðîì â íóëå.

Çàìåòèì, ÷òî â àôôèííîé ãåîìåòðèè âñå êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà åñòü ãåîäåçè÷åñêèå.
Ìíîãîìåðíûé àíàëîã: ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíîé ôîðìû öåëî÷èñëåííûõ

âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ � îòêðûòà.

Òåìà 3. Ðàâíîìåðíàÿ ìåðà íà ðàçáèåíèÿõ è ìåòîä áîëüøîãî àíñàìáëÿ
Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàçáèåíèÿ ñ ðàâíîìåðíîé ìåðîé

Prob(λ) =
1

p(n)

Çäåñü p(n)� ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n; åãî íà÷àë èçó÷àòü Ýéëåð, äîêàçàâøèé ôîðìóëó
äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè.

F1(x) =
∞∏

k=1

1

1− xk
=

∞∑
n=0

p(n)xn.

Àñèìïòîòèêó p(n) íàøëè Õàðäè è Ðàìàíóäæàí, à òî÷íóþ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëî-
æåíèå äàë Ðàäåìàõåð. Ãëàâíûé ëîãàðèôìè÷åñêèé ÷ëåí

ln p(n) =
C√
n

exp{2ζ(2)
√

(n)}(1 + o(1))

Â ýòèõ ðàáîòàõ èñïîëüçóåòñÿ ñëîæíûé êîìïëåêñíûé àíàëèç, íî îöåíêó ñâåðõó: ln p(n) ≤
A
√

n ìîæíî ïîëó÷èòü ýëåìåíòàðíûì ìåòîäîì, èñõîäÿ èç ãðóáîãî íåðàâåíñòâà: ln p(n) <

ln F1(x) − n ln x, è, ìèíèìèçèðóþ ïî x ∈ [0, 1] ïðàâóþ ÷àñòü, ðàçëîæåííóþ â ñòåïåííîé
ðÿä.

Ìåòîä áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ; ìåðû µx è µn ýêâèâàëåíòíîñòü àíñàìáëåé.
Ìóëüòèïëèêàòèâíûå ñòàòèñòèêè.
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Êðèâàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðåäåëüíîé ôîðìîé � "limit shape� â çàäà÷å ñ ðàâíîìåðíîé
ìåðîé íà ðàçáèåíèÿõ òàêîâà:

exp{− π√
6
x}+ exp{− π√

6
y} = 1.

Ïåðâûì åå îòêðûë Òåìïåðëè â 1950 ã. íå äàâàÿ îáîñíîâàíèé. Çàòåì îíà áûëà ïåðåîò-
êðûòà ìíîé.

Îòâåòû äëÿ äðóãèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñòàòèñòèê. Ñâÿçü ñî còàòèñòè÷åñêîé ôèçè-
êîé èäåàëüíîãî ãàçà.

Ëåêöèÿ 3 (Ñåìèíàð).
1.Î âåêòîðíûõ ðàçáèåíèÿõ, àôôèííîé ãåîìåòðèè è öåëî÷èñëåííûõ ìíîãîóãîëüíè-

êàõ. (×èñëî âåðøèí, ðàñïðåäåëåíèå óãëîâ âûïóêëàÿ, åìêîñòü è ïð.)
2.Îáùàÿ òåîðèÿ ðàçáèåíèé. (Çàäà÷à î ïîñòðîåíèè ðàâíîìåðíîé ìåðû.)
3.Àëãåáðû è äèàãðàììû Áðàòòåëè. Ñâÿçü ñ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïîé.
4.Ãðàô Þíãà, Ïàñêàëÿ. Àâòîìîðôèçìû Ïàñêàëÿ è Þíãà.
5.Öåíòðàëüíûå ìåðû è ñòàáèëüíàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü.
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