
ìå�îññ ûëïìá \óï÷òåíåîîáñ íá�åíá�éëá" éàìø 2008 ç.âåóëïîåþîùå âáúéóù1. áìçåâòáéþåóëéå âáúéóùúÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ a1 + b1p2 + 1p3 = a2 + b2p2 + 2p3, ÇÄÅ a1; a2; b1; b2; 1; 2| ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a1 = a2, b1 = b2, 1 = 2.úÁÄÁÞÁ 2. íÏÖÎÏ ÌÉ × ÚÁÄÁÞÅ 1 ÚÁÍÅÎÉÔØ ÞÉÓÌÁ p2, p3 Á) ÎÁ ÞÉÓÌÁ 2 + p2,3�p3? Â) ÎÁ ÞÉÓÌÁ 2 +p2 +p3, 3�p2�p3? ×) ÎÁ p2;p3;p5?úÁÄÁÞÁ 3. íÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ �ÒÉ×ÓÑËÏÍ x 2 C . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.úÁÄÁÞÁ 4. Á) äÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Bn = f1; 2; 4; : : : ; 2n�1g. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ×ÓÑËÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k < 2n ÎÁÊÄÅÔÓÑ, É �ÒÉÔÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ, ÎÁÂÏÒb1; : : : ; bs ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Bn ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ k = b1+� � �+bs. Â) ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B0n � f1; 2; : : : ; 2n � 1g, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ Bn, ÎÏ ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÔÁËÉÍ ÖÅÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ.÷ ÌÀÂÏÊ ÚÁÄÁÞÅ Ï ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ É ×ÅËÔÏÒÙ. þÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙ-×ÁÔØ, ÕÍÎÏÖÁÔØ, ×ÙÞÉÔÁÔØ É ÄÅÌÉÔØ; �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÂÌÀÄÁÀÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (ÔÉ�Á a+ b = b+ a É a(b+ ) = ab+ a; ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ-×ÏÒÑ, ÞÉÓÌÁ ÄÏÌÖÎÙ ÏÂÒÁÚÏ×Ù×ÁÔØ �ÏÌÅ | Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÌÀÂÏÍÕÞÅÂÎÉËÅ �Ï \×ÙÓÛÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ"). ÷ÅËÔÏÒÙ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ,×ÙÞÉÔÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÁ, ÔÏÖÅ Ó ÓÏÂÌÀÄÅÎÉÅÍ ÏÖÉÄÁÅÍÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× (ÔÉ�Á(a + b)v = av + bv ÉÌÉ 1v = v; ÚÄÅÓØ a; b | ÞÉÓÌÁ, Á v | ×ÅËÔÏÒ; ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ×ÏÒÑ, ×ÅËÔÏÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕ��Õ �Ï ÓÌÏÖÅÎÉÀ, Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÌÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÏÌÑ ÞÉÓÅÌ × ËÏÌØ�Ï Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù;ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÆÒÁÚÁ ÎÅ�ÏÎÑÔÎÁ | ÎÅ ÓÔÒÁÛÎÏ. . . ). ðÁÒÁ \(ÞÉÓÌÁ, ×ÅËÔÏÒÙ)"ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× B (ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ×ÅË-ÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v ÎÁÊÄÕÔÓÑ, É �ÒÉÔÏÍ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÙÅ, ×ÅËÔÏÒÙ b1; : : : ; bs 2 B É ÞÉÓÌÁ a1; : : : ; as, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÎÕÌÑ É ÔÁËÉÅ,ÞÔÏ v = a1b1 + � � � + asbs. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ×ÅËÔÏÒÙ bi, ÞÉÓÌÁ ai É ÄÁÖÅ ÓÁÍÏ ÞÉÓÌÏs ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× v ÂÕÄÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ.úÁÄÁÞÁ 5. ðÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ 1{4 ËÁË ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÂÁ-ÚÉÓÁÈ.õËÁÚÁÎÉÅ. úÁÄÁÞÕ 3 ÍÏÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ ËÁË Ä×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÂÁÚÉÓÁÈ | ÏÂÁÚÉÓÅ (ËÏÎÅÞÎÏÍ) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n, É Ï ÂÁÚÉÓÅ(ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.÷ ÚÁÄÁÞÅ 4 ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ Ä×Á ÞÉÓÌÁ | 0 É 1; ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ �Ï�ÒÁ×ÉÌÕ 1+1 = 0. ÷ÅËÔÏÒÙ ÜÔÏ ÞÉÓÌÁ f0; 1; : : : ; 2n�1g; �ÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÏ×ÄÏÌÖÎÏ ÓÏÂÌÀÄÁÔØÓÑ �ÒÁ×ÉÌÏ x+ x = (1+ 1)x = 0x = 0 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ x.�ÅÏÒÅÍÁ. ÷Ï ×ÓÑËÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓ. åÓÌÉ V |×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, V 0 � V | ÅÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (Ô.Å. �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÁÍÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë1



ÔÅÍ ÖÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÉÈ ÎÁ ÞÉÓÌÏ), B | ÂÁÚÉÓ× V , Á B0 | ÂÁÚÉÓ × V 0, ÔÏ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÂÁÚÉÓÁ B0 ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÍÏÝÎÏÓÔØÂÁÚÉÓÁ B (Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : B0 ! B, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅÜÌÅÍÅÎÔÙ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ìÀÂÙÅ Ä×Á ÂÁÚÉÓÁ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ (ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÉÅ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ. ðÕÓÔØB É B0 |Ä×Á ÂÁÚÉÓÁ × V . ðÏÌÏÖÉÍ V 0 = V ,É �ÕÓÔØ B0 | ÂÁÚÉÓ × V 0. �ÏÇÄÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÍÏÝÎÏÓÔØ B0 ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔÍÏÝÎÏÓÔÉ B. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÝÎÏÓÔØ B ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÍÏÝÎÏÓÔÉB0. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÁÎÔÏÒÁ{âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ B É B0 ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ. �÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊÂÁÚÉÓ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ×ÅËÔÏÒÏ×; ÅÓÌÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ÔÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ.äÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ×ÅËÔÏÒÙ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á ÞÉÓÌÁ | ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅÞÉÓÌÁ. ðÕÓÔØ B | ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ.úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ B ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ É ÎÅÓÞÅÔÎÙÊ.úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÁÚÉÓ B0 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Á) 1 2 B0, Â) 1 2 B0É � 2 B0, ×) 1 2 B0, � 2 B0 É p2 2 B0.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ ÚÁÄÁÞÅ 7Â ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ � =2 Q. ÷ ÚÁÄÁÞÅ 7× ×ÏÓ�ÏÌØ-ÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ � ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÍÕ (Á ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅÌÀÂÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍÕ) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.æÕÎË�ÉÀ f : R ! R ÎÁÚÏ×ÅÍ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õf(x+ y) = f(x) + f(y) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x; y 2 R.úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Á) f(0) = 0; Â) f(�x) =�f(x), ÄÌÑ ×ÓÅÈ x 2 R; ×) f(n) = kn, ÇÄÅ k def= f(1), Á n | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅÞÉÓÌÏ; Ç) f(x) = kx, ÇÄÅ k def= f(1), Á n | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ B | ÂÁÚÉÓ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÄ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ, É�ÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ b 2 B ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 'b.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊf(b) = 'b ÄÌÑ ×ÓÅÈ b 2 B.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÚÁÄÁÞ 9 É 7Â: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÔÁËÁÑ, ÞÔÏf(1) = k 6= 0 É f(�) = 0.ðÕÓÔØ M | ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË (ÏÂÙÞÎÙÊ, ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÊ), `1; : : : ; `n | ÄÌÉÎÙ ÅÇÏÒÅÂÅÒ, Á '1; : : : ; 'n | ×ÅÌÉÞÉÎÙ (× ÒÁÄÉÁÎÁÈ) �ÒÉÌÅÇÁÀÝÉÈ Ë ÎÉÍ Ä×ÕÇÒÁÎÎÙÈÕÇÌÏ×. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ '(M) = Pi `if('i), ÇÄÅ f | Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ÔÏÌØËÏÞÔÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË M ÒÁÚÒÅÚÁÔØ (�ÌÏÓËÉÍ ÒÁÚÒÅ-ÚÏÍ) ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ, M1 É M2, ÔÏ '(M) = '(M1) + '(M2).úÁÄÁÞÁ 11. Á) ðÕÓÔØ M | ËÕÂ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÏÂßÅÍÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ '(M) = 0.Â) ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÔÅÔÒÁÜÄÒ T ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÏÂßÅÍÁ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ '(T ) 6= 0.



õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ ÚÁÄÁÞÅ 11Â �ÏÄÏÊÄÅÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÅÇÏ Ä×ÕÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ É ×ÏÚØÍÉÔÅ ÚÁ ÏÂÒÁÚÅ� ÚÁÄÁÞÕ 7×.éÚ ÚÁÄÁÞÉ 10 ÔÅ�ÅÒØ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ËÕÂ M ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÁÓÔÅÊ-ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× É ÓÌÏÖÉÔØ ÉÚ ÎÉÈ ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒT .


