
Â.Êëåïöûí SLE, âåðñèÿ îò 23 èþëÿ 2007 ã.Äàííûé òåêñò ñîäåðæèò íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ââîäíûõ çàäà÷, ñëóæà-ùèõ îáùåé öåëè �ââåñòè ïîíÿòèÿ, êîòîðûå íàì ïîòðåáóþòñÿ â äàëüíå-éøåì, è ñîçäàòü âïå÷àòëåíèå î ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ�. Áîëüøàÿ÷àñòü èõ �îðìóëèðîâîê è ââîäèìûõ îïðåäåëåíèé íè â êîåé ìåðå íå ÿâ-ëÿþòñÿ ñòðîãèìè, è âîñïðèíèìàòü èõ íóæíî ñîîòâåòñòâåííî � êàê�çàäàíèå èäåé�.1 Áðîóíîâñêîå äâèæåíèå×àñòèöà îñóùåñòâëÿåò ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî öåëûì òî÷êàì íà ïðÿì-îé, íà÷èíàÿ â íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè â íà÷àëå êîîðäèíàò. Åñëè â ìî-ìåíò âðåìåíè n = 0; 1; 2; : : : îíà íàõîäèòñÿ â òî÷êå k, òî â ìîìåíò âðåìåíèn + 1 îíà îêàæåòñÿ ëèáî â òî÷êå k − 1, ëèáî â òî÷êå k + 1, â êàæäîé ñâåðîÿòíîñòüþ 1=2.1. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ â ìîìåíò âðåìåíè n ÷àñòèöà îêàæåòñÿ â òî÷êå k?Îòâåò. C(n+k)=2n 2n .2. Äëÿ êàêîé òî÷êè k ýòà âåðîÿòíîñòü ìàêñèìàëüíà?3. Äîêàæèòå, ÷òî áèíîìèàëüíûé êîý��èöèåíò Ckn âîçðàñòàåò, ïîêà k ïð-îáåãàåò îò 0 äî n=2, è óáûâàåò ïðè k îò n=2 äî n.4. Íàéäèòå ñóììó ∑nk=0Ckn.Ïóñòü |k| ≪ n. Ñëåäóþùèå çàäà÷è ïîñâÿùåíû îöåíêå Cn+k2n :5. Ïðîâåðüòå, ÷òîCn+k2n = Cn2n · nn+ 1 n− 1n+ 2 : : : n− k + 1n+ k :6. Èñïîëüçîâàâ ïðåäñòàâëåíèå èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è è ïðèáëèæåíèåln(1 + x) ≈ x ïðè ìàëûõ x, îöåíèòå îòíîøåíèåCn+k2nCn2n :Óêàçàíèå. Ïðîëîãàðè�ìèðóéòå.Îòâåò. Cn+k2nCn2n ≈ e− k2n .Ñëåäóþùèå äâå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ (äîñòàòî÷íî ñëàáûìè) �îðìàìè çàê-îíà áîëüøèõ ÷èñåë (ÇÁ×) è öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû (ÖÏÒ)ñîîòâåòñòâåííî. 1



Â.Êëåïöûí SLE, âåðñèÿ îò 23 èþëÿ 2007 ã.7. Áóäåì òåïåðü èçìåíÿòü ìàñøòàáû ïî îñÿì âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâà. Àèìåííî, ïóñòü òåïåðü ÷àñòèöà ïðûãàåò êàæäóþ 1=N ñåêóíäû íà ðàññò-îÿíèå 1N âïðàâî èëè âëåâî (ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ). Äîêàæèòå, ÷òî ïðèN → ∞ ÷àñòèöà âñ¼ áîëüøå è áîëüøå �ñòîèò íà ìåñòå�. À èìåííî, ÷òî äëÿñêîëü óãîäíî ìàëîãî " > 0 âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t = 1(ïîñëå N ïðûæêîâ) ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ "-áëèçêî ê ñâîåìó íà÷àëüíîìóïîëîæåíèþ, ñòðåìèòñÿ ê 1.8. Ïóñòü òåïåðü ìàñøòàáû ïî îñÿì ìåíÿþòñÿ òàê: ÷àñòèöà ïðûãàåò êàæä-óþ 1=N ñåêóíäû íà ðàññòîÿíèå 1√N ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ âëåâî èëè âï-ðàâî. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòðåçêà I = [x0; x1℄ ⊂ R âåðîÿòíîñòüòîãî, ÷òî òî÷êà ïîïàä¼ò â ìîìåíò âðåìåíè t = 1 â îòðåçîê I, ñòðåìèòñÿê 1Z1 ∫ x1x0 e−x22 dx;ãäå Z1 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå çàäà÷ó 6, ÷òîáû óâèäåòü èíòåãðàëüíûå ñóììû�èìàíà.Çàìå÷àíèå 1. Çàêëþ÷åíèå çàäà÷è 8 óòâåðæäàåò, ÷òî ïðåäåëüíîå ðàñ-ïðåäåëåíèå (ïðè N → ∞) èìååò ïëîòíîñòü1�1(x) = 1Z1 e−x22 :Ê ñâåäåíèþ. Z1 = √2�.Íà ñàìîì äåëå, íèêòî íå çàñòàâëÿåò íàñ îãðàíè÷èâàòüñÿ åäèíè÷íûìñäâèãîì ïî âðåìåíè:9. Â áëóæäàíèè èç çàäà÷è 8 ïðåäåëüíàÿ ïëîòíîñòü â ìîìåíò âðåìåíè tñîñòàâëÿåò �t(x) = 1Zt e−x22t :Ê ñâåäåíèþ. �àñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ 1√2�te− (x−a)22t íàçûâàåòñÿ ãà-óññîâûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñî ñðåäíèì a è äèñïåðñèåé t, èîáîçíà÷àåòñÿ N (a; t)Îïðåäåëåíèå. Ïðåäåë ïðè N → ∞ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé èç çàäà÷è 8(÷òî áû ýòî íè çíà÷èëî) íàçûâàåòñÿ áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì.1Âñå ñëîâà ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò ïîíèìàòü â ��èçè÷åñêîì� ñìûñëå.2



Â.Êëåïöûí SLE, âåðñèÿ îò 23 èþëÿ 2007 ã.2 Êîí�îðìíûå ïðåîáðàçîâàíèÿÂ ýòîì ðàçäåëå ìû ïî óìîë÷àíèþ ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå îáúåêòû, ñ êîò-îðûìè ìû ðàáîòàåì � �õîðîøèå�. Òàê ÷òî â äàëüíåéøåì ìû ãëàäêîñòü,åñëè ÿâíî íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ïðåäïîëàãàåì ïî óìîë÷àíèþ.Öåëü ýòîãî ðàçäåëà � ïîçíàêîìèòü ñëóøàòåëåé ñ ïîíÿòèåì êîí�î-ðìíîãî îòîáðàæåíèÿ, íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè òàêèõ îòîáðàæåíèé è èõïðèìåíåíèåì.Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äâå êðèâûå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Óãëîì (â ýòîéòî÷êå2) ìåæäó íèìè íàçûâàåòñÿ óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè ê íèì â ýòîéòî÷êå.Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå f èç îáëàñòè â R
n â Rn íàçûâàåòñÿ êîí�-îðìíûì, åñëè îíî ñîõðàíÿåò óãëû ìåæäó êðèâûìè.Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà ìû ðàáîòàåì íà ïëîñêîñòè R

2, êîòîðóþåñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåì ñ C, à âñå îòîáðàæåíèÿ ïðåäïîëàãàåì ñîõ-ðàíÿþùèìè îðèåíòàöèþ.10. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíîå ñîõðàíÿþùåå îðèåíòàöèþ îòîáðàæåíèå ïë-îñêîñòè åñòü êîìïîçèöèÿ ïîâîðîòà è ãîìîòåòèè.11. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå l åñòü êîìïîçèöèÿ ïîâîðîòà èãîìîòåòèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â C-èíòåðïðåòàöèè îíî ÿâëÿåòñÿóìíîæåíèåì íà íåíóëåâîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ò.å. äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ C
∗èìååì l(z) = az.12. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå êîí�îðìíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàåãî ëèíåéíàÿ ÷àñòü â ëþáîé òî÷êå êîí�îðìíà.Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå f : D → C, ãäå D � îáëàñòü â C, íàçû-âàåòñÿ êîìïëåêñíî-äè��åðåíöèðóåìûì â òî÷êå z0 ∈ D, åñëè ñóùåñòâóåòïðåäåë limz→z0 f(z)− f(z0)z − z0 :Ýòîò ïðåäåë (åñëè îí ñóùåñòâóåò) íàçûâàåòñÿ (êîìïëåêñíîé) ïðîèçâîä-íîé f â òî÷êå z0 è îáîçíà÷àåòñÿ f ′(z0).Îïðåäåëåíèå. Åñëè �óíêöèÿ êîìïëåêñíî-äè��åðåíöèðóåìà â êàæäîéòî÷êå íåêîòîðîé îáëàñòè, òî ãîâîðÿò, ÷òî îíà ãîëîìîð�íà â ýòîé îáëàñòè.2Âîîáùå ãîâîðÿ, êðèâûå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ â íåñêîëüêèõ òî÷êàõ.3



Â.Êëåïöûí SLE, âåðñèÿ îò 23 èþëÿ 2007 ã.13. (Óñëîâèå Êîøè-�èìàíà) Ïîéìèòå, ÷òî âåùåñòâåííî-ãëàäêîå îòîáðà-æåíèå êîìïëåêñíî-äè��åðåíöèðóåìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãîëèíåéíàÿ ÷àñòü åñòü óìíîæåíèå íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî � åãî ïðîèçâîäí-óþ.14. Âûâåäèòå èç âñåãî ïðåäûäóùåãî, ÷òî îòîáðàæåíèå êîí�îðìíî â íåê-îòîðîé îáëàñòè, åñëè è òîëüêî åñëè îíî â ýòîé îáëàñòè ãîëîìîð�íî, è åãîïðîèçâîäíàÿ íå îáðàùàåòñÿ â íîëü.Ê ñâåäåíèþ. �îëîìîð�íûå îòîáðàæåíèÿ áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìû.Áîëåå òîãî, îíè àíàëèòè÷íû � ðÿä Òåéëîðà òàêîé �óíêöèè â äîñòàòî÷íîìàëîé îêðåñòíîñòè ñõîäèòñÿ ê íåé, òàê ÷òî ëîêàëüíî å¼ ìîæíî ïðåäñòà-âèòü êàê ñóììó ñõîäÿùåãîñÿ ñòåïåííîãî ðÿäà.Èòàê, ìû âûÿñíèëè, ÷òî êîí�îðìíûå è êîìïëåêñíî-äè��åðåíöèðóåìûåîòîáðàæåíèÿ ñóòü îäíî è òî æå. Â ÷àñòíîñòè, ïîñêîëüêó âñ¼, ÷òî ìîæíîâûïèñàòü àíàëèòè÷åñêîé çàïèñüþ áåç îïåðàöèé ìîäóëÿ (ñóììà, ðàçíîñòü,ïðîèçâåäåíèå, ÷àñòíîå, ñèíóñ, ýêñïîíåíòà, è ò. ä.) êàê �óíêöèþ îò ïå-ðåìåííîé z, áóäåò êîìïëåêñíî-äè��åðåíöèðóåìûì, òàêîå îòîáðàæåíèåáóäåò êîí�îðìíûì (òàì, ãäå åãî ïðîèçâîäíàÿ íå îáðàùàåòñÿ â íîëü).Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñ êîí�îðìíîé òî÷êè çðåíèÿ åñòü òîëüêî îäíà îäí-îñâÿçíàÿ (�áåç äûðîê�) îáëàñòü, ÿâëÿþùàÿñÿ ñòðîãèì ïîäìíîæåñòâîì C:Òåîðåìà 1 (�èìàíà îá óíè�îðìèçàöèè). Ïóñòü çàäàíà îäíîñâÿç-íàÿ îáëàñòü U ⊂ C, U 6= C. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîí�îðìíîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå U íà åäèíè÷íûé êðóã D1 = {z : |z| < 1}.Ê ñâåäåíèþ. Ñàìà êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü åäèíè÷íîìó êðóãó íåýêâè-âàëåíòíà.Âîò ïðèìåð, ÿâíî ïðåäúÿâëÿþùèé òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå â ñëó÷àå âå-ðõíåé ïîëóïëîñêîñòè:15. Îòîáðàæåíèå z 7→ z−iz+i êîí�îðìíî îòîáðàæàåò âåðõíþþ ïîëóïëîñê-îñòü �+ = {z | Im z > 0} â åäèíè÷íûé êðóã D1 = {z : |z| < 1}.16. Êîìïîçèöèîííîå ÷àñòíîå äâóõ êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèé èç U â D1åñòü êîí�îðìíûé àâòîìîð�èçì åäèíè÷íîãî äèñêà D1.Ê ñâåäåíèþ. Âñå êîí�îðìíûå àâòîìîð�èçìû êàê åäèíè÷íîãî äèñêà,òàê è âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè äðîáíî-ëèíåéíû. Äðîáíî-ëèíåéíûå àâòîì-îð�èçìû âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè èìåþò âèäz 7→ az + bz + d;ãäå a; b; ; d ∈ R è ad − b > 0. Ïîñêîëüêó ÷åòâ¼ðêà a; b; ; d îïðåäåëå-íà ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîâðåìåííîãî óìíîæåíèÿ íà íåíóëåâóþ êîíñòàíòó,ãðóïïà àâòîìîð�èçìîâ ïîëó÷àåòñÿ òð¼õìåðíîé.4



Â.Êëåïöûí SLE, âåðñèÿ îò 23 èþëÿ 2007 ã.Ê ñâåäåíèþ. Åñëè îáëàñòü U äîñòàòî÷íî õîðîøàÿ, å¼ êîí�îðìíîå îòîá-ðàæåíèå â äèñê íåïðåðûâíî ïðîäîëæàåòñÿ íà ãðàíèöó. Äàëåå, �äîâîðà÷è-âàÿ� ïîëó÷èâøååñÿ îòîáðàæåíèå àâòîìîð�èçìîì äèñêà, ìîæíî ïåðåâåñòèëþáûå òðè òî÷êè íà ãðàíèöå U â ëþáûå òðè òî÷êè íà ãðàíèöå D1.Êîí�îðìíûå îòîáðàæåíèÿ î÷åíü ïîëåçíû ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Äè-ðèõëå â îáëàñòè. À èìåííî:Ê ñâåäåíèþ. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : U → D � êîí�îðìíàÿ áèåêöèÿ îá-ëàñòåé, è çàäàíà �óíêöèÿ F : D → R. Òîãäà �óíêöèÿ F íàD ãàðìîíè÷íàòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãàðìîíè÷íà �óíêöèÿ F ◦ f íà U .Ñîîòâåòñòâåííî, ÷òîáû ðåøèòü çàäà÷ó Äèðèõëå
{ �F = 0 â U;F |�U = 'â îáëàñòè U ñ �óíêöèåé ' â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ, íóæíî ýòó îá-ëàñòü êîí�îðìíî ïåðåâåñòè â åäèíè÷íûé êðóã (à òàì ýòî äåëàåòñÿ ëåãêî),ðåøèòü çàäà÷ó òàì, è ïðèíåñòè îòâåò îáðàòíî.17. Ïåðåâåäèòå êîí�îðìíî â êðóã (èëè â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü) ñëåä-óþùèå îáëàñòè:

• Ïåðâûé êâàäðàíò {x+ iy | x; y > 0}.
• Ïëîñêîñòü áåç ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè {z | z =∈ [0;+∞)}.
• Âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì {z | Im z > 0; z =∈ [0; i℄}:Ê ñâåäåíèþ. Íà ñàìîì äåëå, êàê ìû óæå âèäåëè, êîí�îðìíûå ïðåîá-ðàçîâàíèÿ â ðàçìåðíîñòè 2 �äðóæàò� ñ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà, à òîò, â ñâîþî÷åðåäü, ñ áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì. Ïîýòîìó (â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå!)âåðíî ñëåäóþùåå: â ðàçìåðíîñòè 2 êîí�îðìíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåâ-îäÿò òðàåêòîðèè áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ â òðàåêòîðèè áðîóíîâñêîãîäâèæåíèÿ.
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