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þáóôø 2: áîáìéú

äÏÂÁ×ÉÍ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C ÓÉÍ×ÏÌ ∞; ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C ∪ {∞} ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ
ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ CP 1 É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÉÌÉ ÓÆÅÒÏÊ òÉÍÁÎÁ.

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØÀ, ÐÒÅÄÅÌÁÍÉ É Ô.Ð. ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ. åÓÌÉ a ∈ C, ÔÏ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ zn → a ÐÒÉ n→∞ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ limn→∞ |zn − a| = 0; ÅÓÌÉ ÖÅ a =∞, ÔÏ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÚÎÁ-
ÞÁÅÔ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÞÔÏ limn→∞ |zn| = +∞. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, \ÍÁÌÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ ∞" (× ËÏÔÏÒÏÊ,
ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÅÄÅÌÁ, ÄÏÌÖÎÙ ÌÅÖÁÔØ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ zn, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÈ ÞÉÓÌÁ) ÜÔÏ
ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍÕ ËÒÕÇÕ 
 ⊂ C Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
CP 1 ×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ: ÅÅ ÓÅ×ÅÒÎÙÍ ÐÏÌÀÓÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ ∞, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÏÔÏÖÄÅ-
ÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ Ó ÔÏÞËÁÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ C Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÉÚ ÓÅ×ÅÒÎÏÇÏ ÐÏÌÀÓÁ ÎÁ ÜË×ÁÔÏÒÉÁÌØÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ
(ÐÒÉ ÔÁËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÍÁÌÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÓÅ×ÅÒÎÏÇÏ ÐÏÌÀÓÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ × ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ËÒÕÇÕ
ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ). ïÔÓÀÄÁ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ \ÓÆÅÒÁ òÉÍÁÎÁ".

ðÕÓÔØ P : C→ C | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n. äÏÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ÄÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÆÅÒ òÉÍÁÎÁ P : CP 1 → CP 1,
ÐÏÌÁÇÁÑ P (∞) =∞. ðÏÓËÏÌØËÕ lim|z|→+∞ |P (z)| = +∞, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍ × ÔÏÞËÅ
∞; ×Ï ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÎÏ ÔÏÖÅ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ.

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÏÇÏ. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : C→ C × ÔÏÞËÅ a ∈ C ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ f ′(a) = limz→a(f(z)−f(a))=(z−a).
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÅËÓÔÕÁÌØÎÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÏÇÏ, É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ | ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ
ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ. ôÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
ôÅÏÒÅÍÁ 1 (ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ). ðÕÓÔØ f :
C→ C | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ f(0) = 0 É f ′(0) 6= 0. ôÏÇÄÁ × ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ
ËÒÕÇÅ 
 ⊂ C Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ g : 
 → C ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ
f(g(z)) = g(f(z)) = z, g(0) = 0. æÕÎËÃÉÑ g ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ, É g′(0) = 1=f ′(0).

äÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ (ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÏÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÉ). ïÔÍÅÔÉÍ ÌÉÛØ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ |
ÎÅÓÌÏÖÎÏÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ . ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÂÌÁÄÁÅÔ k ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ, ÐÒÉÞÅÍ f(0) = f ′(0) = · · · =
f (k−1)(0) = 0 É f (k)(0) = 0. ôÏÇÄÁ × ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ ËÒÕÇÅ 
 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ g ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ g(0) = 0,
g′(0) 6= 0 É f(g(z)) = zk.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ f(z) = f (k)(0)=k! · zk +Rk(z), ÇÄÅ limz→0Rk(z)=zk = 0.
ðÏÌÁÇÁÑ F (z) = f (k)(0)=k! + Rk(z)=zk, ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ f(z) = zkF (z), ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ F ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ É
F (0) 6= 0. ÷ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ F (0) ∈ C \ {0} ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ r(z) = z1=k,
ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ rk(z) = z (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
ÎÅÔ!). ÷ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ F ÆÕÎËÃÉÑ �(z) def= r(F (z)) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ËÒÕÇÅ Ó
ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÏÌÏÖÉÍ h(z) def= z�(z); ÔÏÇÄÁ h′(0) = �(0) 6= 0. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ g ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ h(g(z)) = z. ðÏÓËÏÌØËÕ f(z) = (h(z))k, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. ¤

ôÏÞËÕ a, × ËÏÔÏÒÏÊ f ′(a) = · · · = f (k−1)(a) = 0 É f (k)(a) 6= 0, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÔÉÐÁ Ak
(ÚÄÅÓØ k ≥ 1; k = 1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ). ðÏÎÑÔÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ É ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ
ÔÉÐÁ Ak ÕÄÏÂÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : CP 1 → CP 1. åÓÌÉ a 6=∞ É f(a) 6=∞, ÔÏ ×ÓÅ
ÕÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ. åÓÌÉ a 6=∞, ÎÏ f(a) =∞, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ a É ÔÏÞËÁ a ÉÍÅÅÔ ÔÉÐ Ak,
ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÔÉÐ Ak ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ g(z) = 1=f(z). åÓÌÉ f(∞) 6= ∞, ÔÏ ∞ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÔÉÐÁ Ak, ÅÓÌÉ 0
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ g(z) = f(1=z); ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁÌÉÞÉÅ Õ g ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ
× ÎÕÌÅ. åÓÌÉ f(∞) =∞, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ÎÏ ÎÁÄÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ g(z) = 1=f(1=z).
ðÒÉÍÅÒ 1. ôÏÞËÁ ∞ ÉÍÅÅÔ ÔÉÐ An−1 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (z) ÓÔÅÐÅÎÉ n. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, 1=P (1=z) =
O(zn), ÎÏ 6= O(zn+1) ÐÒÉ z → 0.
ðÒÉÍÅÒ 2. ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÄÒÏÂÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f(z) = P (z)=Q(z) (ÇÄÅ P É Q | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÎÅ
ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ) ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ CP 1 → CP 1. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÍ f(a) =
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∞, ÅÓÌÉ Q(a) = 0; ÔÁËÖÅ ÐÏÌÏÖÉÍ f(∞) = limz→∞ P (z)=Q(z) | ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ (ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ)
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÓÅÇÄÁ. äÌÑ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÏÞËÁ a ∈ C ÉÍÅÅÔ ÔÉÐ Ak, ÅÓÌÉ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ k−1
ÌÉÂÏ Õ P , ÌÉÂÏ Õ Q. ôÏÞËÁ ∞ ÉÍÅÅÔ ÔÉÐ As, ÇÄÅ s = 1 + |degP − degQ|. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ Õ ÄÒÏÂÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ a ∈ CP 1 ÉÍÅÅÔ ÔÉÐ Ak ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k, ÐÒÉÞÅÍ k > 1 ÌÉÛØ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ
ÔÏÞÅË (ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ | ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ).

îÁÒÉÓÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ä×Å ÇÌÁÄËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ �1 É �2, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏ-
ÏÒÄÉÎÁÔ, É ÐÕÓÔØ f : C → C | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ f(0) = 0 (ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á) É f ′(0) 6= 0.
óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÒÁÚÙ 1 = f(�1); 2 = f(�2) ×ÂÌÉÚÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÜÔÏ Ä×Å
ËÒÉ×ÙÅ. éÍÅÅÍ i(t) = f(�i(t)) = f ′(0)�i(t) + o(t) ÐÒÉ t → 0, i = 1; 2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ
Ë ËÒÉ×ÙÍ 1, 2 × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× Ë ËÒÉ×ÙÍ �1, �2 ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ
ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ f ′(0). õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÔÁËÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ × |f ′(0)| ÒÁÚ É ÐÏ×ÏÒÏÔÁ ÎÁ ÕÇÏÌ arg f ′(0). ôÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÕÇÌÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÕÇÏÌ
ÍÅÖÄÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ Ë ËÒÉ×ÙÍ �1 É �2 ÒÁ×ÅÎ ÕÇÌÕ ÍÅÖÄÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ Ë 1 É 2. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÔÁËÏÅ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ËÒÉ×ÙÍÉ,
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ × ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÅ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, É 0 | ÅÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ ÔÉÐÁ Ak. ôÏÇÄÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ ÉÚ
ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, f(z) = h(z)k, ÇÄÅ h(0) = 0, h′(0) 6= 0. æÕÎËÃÉÑ h ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ
ËÒÉ×ÙÍÉ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á ÆÕÎËÃÉÑ z 7→ zk ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ
ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, × ÐÒÑÍÙÅ, Á ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ × k ÒÁÚ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2 (ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1). äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ Õ×Å-
ÌÉÞÉ×ÁÅÔ × k ÒÁÚ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ËÒÉ×ÙÍÉ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ × ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÅ ÔÉÐÁ Ak.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÕÓÔØ f | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, 0 | ÅÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ ÇÌÕÂÉÎÙ k, Á  | ÇÌÁÄËÁÑ
ËÒÉ×ÁÑ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÁÑÓÑ × ÎÕÌÅ. ôÏÇÄÁ ÐÒÏÏÂÒÁÚ f−1() ×ÂÌÉÚÉ ÎÕÌÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ k ÏÔÒÅÚËÏ× ËÒÉ×ÙÈ, ÐÅÒÅÓÅ-
ËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄ ÕÇÌÁÍÉ 2�=k.

ïÄÎÏ ÉÚ ÞÕÄÅÓ ÁÎÁÌÉÚÁ ÆÕÎËÃÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÒ 2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÉÓÞÅÒÐÙ×ÁÀÝÉÍ:
ôÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f : CP 1 → CP 1 ×ÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÄÒÏÂÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. äÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ f : C → C ÔÅÏÒÅÍÁ ÎÅ×ÅÒÎÁ: ÍÏÖÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÌÏÖÉÔØ f(z) = ez. ðÏÓËÏÌØËÕ
limz→+∞ ez = ∞, Á limz→−∞ ez = 0, ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÁÖÅ ÄÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
CP 1 → CP 1

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 É ÐÒÉÍÅÒÁ 2 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Õ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : CP 1 → CP 1 ÌÀÂÁÑ
ÔÏÞËÁ ÉÍÅÅÔ ÔÉÐ Ak. äÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ: ÅÓÌÉ f(x) def=
e−1=x2 ÐÒÉ x 6= 0 É f(0) def= 0, ÉÍÅÅÍ f(x) = o(xn) ÐÒÉ x→ 0 É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ n. ïÔÓÀÄÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ
×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ f (n)(0) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÒÁ×ÎÁ 0 ÐÒÉ ×ÓÅÈ n | ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, 0 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÔÉÐÁ Ak ÆÕÎËÃÉÉ
f ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÏÍ k.
ëÁË ÍÏÖÎÏ ÚÁËÏÎÞÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ R(x1; : : : ; xk) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ H ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ R(x1; : : : ; xk) =
H(e1(x1; : : : ; xk); : : : ; ek(x1; : : : ; xk)). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈ es, ËÒÏÍÅ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÏÄÎÏÇÏ ei, É ÒÁÓÓÍÏ-
ÔÒÉÍ H ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ Ó×ÏÅÇÏ i-ÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ!), ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ H
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ. åÓÌÉ ei(x1; : : : ; xk) =∞ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ i, ÔÏ xj =∞ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ j | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
R(x1; : : : ; xk) =∞, É H =∞. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, H ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ CP 1. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔØ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ
ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ × ËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÏÞËÅ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, H | ÄÒÏÂÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÔÏÌØËÏ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÏ×. óÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, H ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÌÀÂÏÇÏ Ó×ÏÅÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ; ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ n
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ¤


