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ëòéôéþåóëéå úîáþåîéñ íîïçïþìåîï÷
þáóôø 1: áìçåâòá

ðÕÓÔØ P | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ôÏÇÄÁ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ P ′ ÉÍÅÅÔ
ÓÔÅÐÅÎØ n− 1 É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, n− 1 ËÏÒÎÅÊ z1; : : : ; zn−1. þÉÓÌÁ c1 = P (z1); : : : ; cn−1 = P (zn−1) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ
ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P . íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÐÏ ÎÁÂÏÒÕ
ÅÇÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ; ÔÏÞÎÅÅ, ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ, ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÍÅÀÔ
ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.

÷ ÂÕË×ÁÌØÎÏ ÔÁËÏÊ ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÅ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ ÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ P | ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ É a; b ∈ C; a 6= 0; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Q(z) def=
P (az + b). éÍÅÅÍ Q′(z) = aP ′(az + b), ÔÁË ÞÔÏ ËÏÒÎÑÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ Q ÂÕÄÕÔ ÞÉÓÌÁ wi = (zi − b)=a, i =
1; : : : ; n − 1. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Q(wi) = P (zi), ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q
ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË É Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P .

þÔÏÂÙ ÓÐÒÁ×ÉÔØÓÑ Ó ÜÔÏÊ ÔÒÕÄÎÏÓÔØÀ, ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ ×ÐÒÅÄØ, ÞÔÏÂÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÉÍÅÌ ×ÉÄ P (z) = zn +
an−2zn−2 + · · ·+ a1z + a0. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÔÁËÏÍÕ ×ÉÄÕ ÚÁÍÅÎÏÊ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÉÐÁ z 7→ az + b, ÔÁË ÞÔÏ ÏÂÝÎÏÓÔØ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ
P ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ z 7→ az + b | Á ÉÍÅÎÎÏ, n ÛÔÕË |
ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÜÔÏÔ ×ÉÄ: ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ b = 0 É an = 1.
ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ n = 3, ÔÏ ÅÓÔØ P (z) = z3 + a1z + a0. ôÏÇÄÁ P ′(z) = 3z2 + a1, ÔÁË ÞÔÏ z1; z2 = ±

√
−a1=3,

É P (z1); P (z2) = a0 ± 2
3a1
√
−a1=3. óÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ P (zi) = ci, i = 1; 2, ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

P (z1) +P (z2) = c1 + c2 def= ó1, P (z1)P (z2) = c1c2 def= ó2, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ 2a0 = ó1, a2
0 + 4a3

1=27 = ó2.
ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ 3 ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÉ ÐÏÞÔÉ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ó1 É ó2 (ÔÏÞÎÅÅ, ÐÒÉ C1 É C2 ÔÁËÉÈ,
ÞÔÏ C2 6= C2

1=4).
îÁÐÏÍÎÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ R(x1; : : : ; xn) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÀÝÉÊÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅ-
ÓÔÁÎÏ×ËÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ H(p1; : : : ; pn),
ÞÔÏ R(x1; : : : ; xn) ≡ H(e1(x); : : : ; en(x)), ÇÄÅ ei(x) | ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ i
ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xn, Ô.Å. ÓÕÍÍÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÐÏ i ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xn (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
e1(x) = x1 + · · ·+ xn, en(x) = x1 : : : xn).
îÁÞÁÌÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A(z) = (z + x1) : : : (z + xn) = zn + e1(x)zn−1 + · · · + en(x).
ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ e1(x); : : : ; en(x) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÅÇÏ ËÏÒÎÉ −x1; : : : ;−xn Ó ÔÏÞ-
ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ×ÓÑËÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x1; : : : ; xn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ e1(x); : : : ; en(x); ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ H. ðÏÞÅÍÕ H | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÍÙ ÒÁÚÂÅÒÅÍÓÑ ÐÏÚÖÅ. ¤

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ x1; : : : ; xk ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Q(x) = (x + x1) : : : (x +
xk) = xk + e1(x1; : : : ; xk)xk−1 + · · · + ek(x1; : : : ; xk). ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÎÁÂÏÒ
(ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ) ÅÇÏ ËÏÒÎÅÊ, ÚÁÄÁÔØ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ x1; : : : ; xk ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÔØ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ
ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ ei(x1; : : : ; xk), i = 1; : : : ; k. ÷ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ n − 1 ÞÉÓÅÌ c1; : : : ; cn−1,
ÔÁË ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÏ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ Ci = ei(c1; : : : ; cn−1), i = 1; : : : ; n − 1. üÔÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ
ËÏÒÎÅÊ z1; : : : ; zn−1) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ′ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ É, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× P ′ | ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ a0; : : : ; an−2. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ
ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ a0; : : : ; an−2. ðÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÅÚÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ, ÓËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÍÏÖÅÔ
ÉÍÅÔØ ÔÁËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ.
ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ n = 4, Ô.Å. P (z) = z4 + a2z2 + a1z + a0. ôÏÇÄÁ P ′(z) = 4z3 + 2a2z + a1 ÉÍÅÅÔ 3 ËÏÒÎÑ
z1; z2; z3. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ e1(P (z1); P (z2); P (z3)) = 3a0 − a2

2=2, e2(P (z1); P (z2); P (z3)) = 3a2
0 −

a0a2
2 + 9a2

1a2=16 + a4
2=16, e3(P (z1); P (z2); P (z3)) = a3

0 − a2
0a2

2=2 + 9a0a2
1a2=16 + a0a4

2=16− a2
1a3

2=64− 27a4
1=256.

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ e1 = ó1 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ a0 ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ a2: a0 = (C1 + a2
2=2)=3. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÏ

×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ e2 = C2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a2
1 = R(C1; C2; a2)=a2, ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ R ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ-

ÐÅÎØ 4 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ a2. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ e3 = C3 ÔÅÐÅÒØ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ (C1 + a2
2=2)3=27 − a2

2(C1 + a2
2=2)2=18 +

3R(C1; C2; a2)(C1 +a2
2=2)=16+a4

2(C1 +a2
2=2)=64−a2

2R(C1; C2; a2)=64−27R(C1; C2; a2)2=a2
2 = C3; ÐÏÓÌÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑ

ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ 8 ÎÁ a2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÐÏÞÔÉ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ C1; C2; C3
ÉÍÅÅÔÓÑ 8 ÚÎÁÞÅÎÉÊ a2, ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ 2 ÚÎÁÞÅÎÉÑ a1 É 1 ÚÎÁÞÅÎÉÅ a0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ 16 ÒÅÛÅÎÉÊ.
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óÌÏ×Á \ÐÏÞÔÉ ÌÀÂÙÈ" ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ C1; C2; C3 É ÌÀÂÏÇÏ (ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÇÏ) ÞÉÓÌÁ
" > 0 ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÞÉÓÌÁ C ′1; C ′2; C ′3, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ É ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ |C1 − C ′1| ; |C2 − C ′2| ; |C3 − C ′3| <
".

ðÏÄÓÞÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÒÅÛÅÎÉÊ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:
ôÅÏÒÅÍÁ 1 (âÅÚÕ). ðÕÓÔØ A1(x1; : : : ; xk); : : : ; Ak(x1; : : : ; xk) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÅÊ d1; : : : ; dk,
ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÉÈ ÎÕÌÅÊ, ËÒÏÍÅ x1 = · · · = xk = 0. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ÐÏÞÔÉ ÌÀÂÙÈ p1; : : : ; pk ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ
Ai(x) = pi, i = 1; : : : ; k, ÉÍÅÅÔ d1 : : : dk ÒÅÛÅÎÉÊ
ðÒÉÍÅÒ 3. óÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ xd1

1 = p1; : : : ; xdkk = pk ÉÍÅÅÔ d1 : : : dk ÒÅÛÅÎÉÊ, ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ p1; : : : ; pk ÎÅÔ
ÎÕÌÅÊ.
ðÒÉÍÅÒ 4. ðÒÉ d1 = · · · = dk = 1 ÐÅÒÅÄ ÎÁÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁ k ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó k ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ. åÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ
A1(x) = · · · = Ak(x) = 0 ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÏÎÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ, É ÐÒÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ p1; : : : ; pk
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ai(x) = pi, i = 1; : : : ; k, ÒÁ×ÎÏ 1.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A(x1; : : : ; xk) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÓÔÅÐÅÎÉ d, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÇÏ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ ÉÍÅÀÔ
ÓÕÍÍÁÒÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ d ÉÌÉ, ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ, ÏÎ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ A(�x1; : : : ; �xk) = �dA(x1; : : : ; xk)
(ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ �). íÎÏÇÏÞÌÅÎ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÓÔÅÐÅÎÉ d Ó ×ÅÓÁÍÉ q1; : : : ; qk (Õ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xi ×ÅÓ qi), ÅÓÌÉ ÏÎ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ A(�q1x1; : : : ; �qkxk) = �dA(x1; : : : ; xk), ∀� ∈ C.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ (ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÚÕ). óÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ A1(x1; : : : ; xk) = p1; : : : ; Ak(x1; : : : ; xk) = pk, ÇÄÅ A1; : : : ; Ak
| Ë×ÁÚÉÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÅÊ d1; : : : ; dk Ó ×ÅÓÁÍÉ q1; : : : ; qk (×ÅÓÁ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ)
ÉÍÅÅÔ d1 : : : dk=q1 : : : qk ÒÅÛÅÎÉÊ ÐÒÉ ÐÏÞÔÉ ÌÀÂÙÈ p1; : : : ; pk.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ. úÁÍÅÎÉÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ: x1 = yq11 ; : : : ; xk = yqk1 . ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ y1; : : : ; yk ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ É ÉÍÅÅÔ d1 : : : dk ÒÅÛÅÎÉÊ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÅÁÌØÎÏ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ y1 ×ÈÏÄÉÔ ÔÏÌØËÏ × ÓÔÅÐÅÎÑÈ, ËÒÁÔÎÙÈ q1, ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ y2 | ÔÏÌØËÏ × ÓÔÅÐÅÎÑÈ, ËÒÁÔÎÙÈ q2, É Ô.Ä.,
ÒÅÛÅÎÉÑ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏ q1 : : : qk ÛÔÕË, ÇÄÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ yi ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ
ËÏÒÎÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ (ÐÒÉ ÐÏÞÔÉ ÌÀÂÙÈ p1; : : : ; pk ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ 0, ÔÁË ÞÔÏ
× ÇÒÕÐÐÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ q1 : : : qk ÜÌÅÍÅÎÔÏ×). òÅÛÅÎÉÑÍ, ×ÏÛÅÄÛÉÍ × ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÇÒÕÐÐÕ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ
ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x1; : : : ; xk, ÏÔËÕÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁ×ÎÏ d1 : : : dk=q1 : : : qk. ¤

óÁÍÕ ÔÅÏÒÅÍÕ âÅÚÕ ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.
ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÔ×ÅÔ × ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÕÍÎÏÖÉÍ z ÎÁ ËÏÍ-

ÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �, Á ËÁÖÄÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ak ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÎÁ �n−k, ÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ P (z) ÕÍÎÏÖÉÔÓÑ ÎÁ �n.
ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ei(P (z1); : : : ; P (zn−1)) ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ a0; : : : ; an−2 | Ë×ÁÚÉÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÉ
ni, ÐÒÉÞÅÍ ×ÅÓ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ak ÒÁ×ÅÎ qk = n − k. óÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ e1 = 0; : : : ; en−1 = 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ
P (z1) = · · · = P (zn−1) = 0 | ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ P ′ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P , ÐÒÉÞÅÍ
ÂÏÌØÛÅÊ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ P ′: P = (pz+ q)P ′. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÜÔÏ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÐÏÌÕÞÉÍ P ′ = pP ′ + (pz + q)P ′′, ÔÏ ÅÓÔØ P ′ = 1

1−p (pz + q)P ′′. ðÒÏÄÅÌÁ× ÜÔÕ ÏÐÅÒÁÃÉÀ (n− 1) ÒÁÚ,
ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï P (n−1) = �(pz+ q) ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ � ∈ C, ÏÔËÕÄÁ P (z) = �(pz+ q)n ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ � ∈ C.
åÓÌÉ Õ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ zn−1 ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ, Á ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÁ×ÅÎ 1, ÔÏ q = 0, Á
� = 1=pn. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ P (z) = zn, ÔÏ ÅÓÔØ a0 = · · · = an−2 = 0 | ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÚÕ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ e1 = C1; : : : ; en = Cn ÐÒÉ ÐÏÞÔÉ ÌÀÂÙÈ C1; : : : ; Cn
| ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ×ÉÄÁ zn + an−2zn−2 + · · · + a0 Ó ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ c1; : : : ; cn,
ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ | ÒÁ×ÎÏ n ·(2n) · · · · ·((n−1)n)=(2 ·3 · · · · ·n) = nn−1(n−1)!=n! = nn−2.
÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÐÒÉ n = 3 É n = 4 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, 31 = 3 É 42 = 16.


