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ÇÀ 2012 ÃÎÄ.
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1. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòîì ãîäó

I. Â öåíòðå âíèìàíèÿ òîðè÷åñêîé òîïîëîãèè ëåæèò ñîïîñòàâëåíèå êàæäîìó ïðî-
ñòîìó âûïóêëîìó n-ìåðíîìó ìíîãîãðàííèêó P ñ m ãèïåðãðàíÿìè (m + n)-ìåðíîãî
ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèÿ ZP c êàíîíè÷åñêèì äåéñòâèåì n-ìåðíîãî êîìïàêòíîãî
òîðà Tm = (S1)m, òàêèì ÷òî ZP/T

m = P . Ýêâèâàðèàíòíûé òîïîëîãè÷åñêèé òèï
ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ çàâèñèò òîëüêî îò êîìáèíàòîðíîãî òèïà ìíîãîãðàííèêà, ÷òî
ïîçâîëÿåò èçó÷àòü êîìáèíàòîðèêó ìíîãîãðàííèêà ïðè ïîìîùè òîïîëîãèè ìîìåíò-
óãîë ìíîãîîáðàçèÿ è íàîáîðîò. Íàïðèìåð, ÷èñëà Áåòòè βi(ZP ) ÿâëÿþòñÿ êîìáèíà-
òîðíûìè èíâàðèàíòàìè ìíîãîãðàííèêà P . Íà ýòîì ïóòè âîçíèêàåò èíâàðèàíò Áóõ-

øòàáåðà s(P ), ðàâíûé ðàçìåðíîñòè ìàêñèìàëüíîé òîðè÷åñêîé ïîäãðóïïû H ⊂ Tm,
H ≃ T s, äåéñòâóþùåé ñâîáîäíî íàZP . Äëÿ ýòîãî ÷èñëà âåðíû îöåíêè 1 6 s(P ) 6 m−n,
ïðè÷¼ì â ñëó÷àå s(P ) = 1 ìíîãîãðàííèê P ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêñîì (òî åñòü m−n = 1),
à â ñëó÷àå s(P ) = m− n ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî Z /Tm−n ÿâëÿåòñÿ (2n)-ìåðíûì ìíî-
ãîîáðàçèåì ñî ñòàíäàðòíûì äåéñòâèåì n-ìåðíîãî òîðà T n, òàêèì ÷òî M2n/T n = P .
Ìíîãîîáðàçèÿ M2n íàçûâàþòñÿ êâàçèòîðè÷åñêèìè. Èõ êîíñòðóêöèÿ áûëà âïåðâûå
ïðåäëîæåíà Ì. Äýâèñîì è Ò. ßíóøêåâè÷åì â êà÷åñòâå òîïîëîãè÷åñêèõ àíàëîãîâ
àëãåáðàè÷åñêèõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Îäíàêî, íå äëÿ âñåõ ìíîãîãðàííèêîâ ñó-
ùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî êâàçèòîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå. Â ñâÿçè ñ ýòèì â 2002 ãî-
äó Â. Ì. Áóõøòàáåðîì áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à ïîëó÷èòü ýôôåêòèâíîå îïèñàíèå
÷èñëà s(P ) â òåðìèíàõ êîìáèíàòîðèêè ìíîãîãðàííèêà P . Ñëó÷àé s(P ) = 2 ÿâëÿåò-
ñÿ ïåðâûì íåòðèâèàëüíûì. Êàê áûëî ïîêàçàíî àâòîðîì, äëÿ ëþáîãî k ñóùåñòâóåò
ìíîãîãðàííèê P ñ m− n = k, ó êîòîðîãî s(P ) = 2.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K íà m âåðøèíàõ îïðåäåë¼í

ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñ ZK ñ êàíîíè÷åñêèì äåéñòâèåì òîðà Tm, ïðè÷¼ì äëÿ ãðà-
íè÷íîãî êîìïëåêñà K = ∂P ∗ ñèìïëèöèàëüíîãî ìíîãîãðàííèêà P ∗, ïîëÿðíîãî ê ïðî-
ñòîìó ìíîãîãðàííèêó P , èìååòñÿ ýêâèâàðèàíòíûé ãîìåîìîðôèçì ZK ≃ ZP . Òàêèì
îáðàçîì, ÷èñëî Áóõøòàáåðà îïðåäåëåíî äëÿ ëþáîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K,
ïðè÷¼ì s(P ) = s(∂P ∗). Îïðåäåëåíû âåùåñòâåííûé àíàëîã RZ ìîìåíò-óãîë êîì-
ïëåêñà ñ äåéñòâèåì Zm

2 è âåùåñòâåííûé àíàëîã sR(P ) ÷èñëà Áóõøòàáåðà, ïðè÷¼ì
s(K) 6 sR(K) è äëÿ r = 1, 2, 3 èìååì: s(K) > r òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà sR(K) > r.
Óäîáíîå îïèñàíèå ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K = {σ ⊂ [m] = {1, . . . ,m}} äà-

¼ò ìíîæåñòâî N(K) åãî ìèíèìàëüíûõ íåñèìïëåêñîâ, òî åñòü òàêèõ ïîäìíîæåñòâ
ω ⊂ [m], ÷òî ω /∈ K, íî ëþáîå ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî σ ⊂ ω ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåê-
ñîì â K. Íàïðèìåð, â ýòèõ òåðìèíàõ îïèñûâàåòñÿ êîëüöî Ñòåíëè-Ðàéñíåðà

Z[K] = Z[v1, . . . , vm]/(vi1 , . . . , vik : {i1, . . . , ik} ∈ N(K))

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî s(K) = 1 òîãäà è òîëüêî êîãäà N(K) ̸= ∅ è ëþáûå äâà è ëþáûå
òðè ìèíèìàëüíûõ íåñèìïëåêñà èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.
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Â ðàáîòå [Er12b] ðàçâèòà òåîðèÿ èíâàðèàíòà Áóõøòàáåðà âûïóêëûõ ñèìïëèöèàëü-
íûõ êîìïëåêñîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ ìíîæåñòâà ìèíèìàëüíûõ íåñèìïëåêñîâ. Ïîëó÷åíû
ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Ïðåääëîæåíèå 1. Èìååì:

(1) s(K) > k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà S ∈ Matm×k(Z),
÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p è äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a ∈ Zk

p \{0} ñóùåñòâóåò

ìèíèìàëüíûé íåñèìïëåêñ ω(a) ∈ N(K), òàêîé ÷òî ⟨a, Si⟩ ̸= 0 mod p äëÿ

âñåõ ñòðîê Si ñ íîìåðàìè i ∈ ω(a);
(2) sR(K) > k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå

Zk
2 \{0} → N(K), ÷òî ξ(a1) ∩ · · · ∩ ξ(a2r+1) = ∅ äëÿ ëþáîé ìèíèìàëüíîé

ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè a1 + · · ·+ a2r+1 = 0 â Zk
2.

Òåîðåìà 2. Èìååì: s(K) = 2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò äâà èëè

òðè ìèíèìàëüíûõ íåñèìïëåêñà ñ íåïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì è N(K) íå ñîäåðæèò

íè îäíîãî èç ïîäìíîæåñòâ âèäà:

(1) {τ1, τ2, τ3, τ4, τ5, τ6, τ7}: τ1 ∩ τ2 ∩ τ4 = ∅; τ1 ∩ τ3 ∩ τ5 = ∅; τ1 ∩ τ6 ∩ τ7 = ∅;
τ2 ∩ τ3 ∩ τ6 = ∅; τ2 ∩ τ5 ∩ τ7 = ∅; τ3 ∩ τ4 ∩ τ7 = ∅; τ4 ∩ τ5 ∩ τ6 = ∅;

(2) {τ1, τ2, τ3, τ4, τ5, τ6}: τ1 ∩ τ3 = ∅; τ1 ∩ τ2 ∩ τ4 = ∅; τ1 ∩ τ2 ∩ τ5 = ∅;
τ1 ∩ τ4 ∩ τ6 = ∅; τ1 ∩ τ5 ∩ τ6 = ∅; τ2 ∩ τ3 ∩ τ6 = ∅; τ3 ∩ τ4 ∩ τ5 = ∅;

(3) {τ1, τ2, τ3, τ4, τ5}: τ1 ∩ τ2 = ∅; τ1 ∩ τ5 = ∅; τ1 ∩ τ3 ∩ τ4 = ∅;
τ2 ∩ τ3 ∩ τ5 = ∅; τ2 ∩ τ4 ∩ τ5 = ∅;

(4) {τ1, τ2, τ3, τ4}: τ1 ∩ (τ2 ∪ τ3 ∪ τ4) = ∅; τ2 ∩ τ3 ∩ τ4 = ∅;
(5) {τ1, τ2, τ3}: τ1 ∩ τ2 = τ1 ∩ τ3 = τ2 ∩ τ3 = ∅.

Ýòè ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷è:

Çàäà÷à 1. Êëàññèôèöèðîâàòü âñå ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû ñ s(K) = 2;

Çàäà÷à 2. Êëàññèôèöèðîâàòü âñå ïðîñòûå ìíîãîãðàííèêè ñ s(P ) = 2;

Âàæíûìè êîìáèíàòîðíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà, íà-
ïðÿìóþ ñâÿçàííûìè ñ ìèíèìàëüíûìè íåñèìïëåêñàìè, ÿâëÿþòñÿ áèãðàäóèðîâàííûå
÷èñëà Áåòòè

β−i,2j(K) = rankTor−i,2j
Z[v1,...,vm](Z[K],Z) = rankH−i,2j[Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K], d],

ãäå bideg ui = (−1, 2), bideg vi = (0, 2), dui = vi, dvi = 0. Íàïðèìåð,
∑

j β
−1,2j = |N(K)|.

Çàäà÷à 3. Â òåðìèíàõ áèãðàäóèðîâàííûõ ÷èñåë Áåòòè äàòü êðèòåðèé òîãî, ÷òî
s(K) = 2.

II. Äðóãèì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé áûëà ïðîáëåìà ôëàãîâûõ ÷èñåë âûïóê-
ëûõ ìíîãîãðàííèêîâ � îïèñàòü âñåâîçìîæíûå íàáîðû ÷èñåë {fS}S⊆{0,...,n−1}, äëÿ êî-
òîðûõ ñóùåñòâóåò âûïóêëûé n-ìåðíûé ìíîãîãðàííèê, òàêîé ÷òî f{a1,...,ak} � ÷èñëî
âëîæåííûõ öåïî÷åê ãðàíåé F1 ⊂ · · · ⊂ Fk, dimFi = ai. Â 2012 ãîäó áûë íàïè-
ñàí ñîâìåñòíûé îáçîð [BEP13], êîòîðûé âûéäåò êàê ïðèëîæåíèå ê ïåðåâîäó êíèãè
Ã. Öèãëåðà ¾Ëåêöèè î ìíîãîãðàííèêàõ¿. Â îáçîð âîø¼ë ðàçäåë ¾Êâàçèñèììåòðè÷å-
ñêèå ôóíêöèè è ôëàãîâûå âåêòîðû¿. Â öåíòå âíèìàíèÿ ýòîãî ðàçäåëà ëåæèò ââå-
ä¼ííîå Â. Ì. Áóõøòàáåðîì êîëüöî âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ P � ãðàäóèðîâàííàÿ
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ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ âñåìè êîìáèíàòîðíûìè âûïóêëûìè ìíî-
ãîãðàííèêàìè (degP n = 2n), ñ óìíîæåíèåì, çàäàâàåìûì ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì, è
êîëüöî ôëàãîâûõ âåêòîðîâ F = P/ ∼, ãäå a1P1 + · · ·+ aiPi ∼ b1P1 + · · ·+ biPi òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà a1fS(P1) + · · · + aifS(Pi) = b1fS(P1) + · · · + bifS(Pi) äëÿ âñåõ
S. Ïðîñòðàíñòâî ôëàãîâûõ âåêòîðîâ n-ìåðíûõ ìíîãîãðàííèêîâ èìååò ðàçìåðíîñòü,
ðàâíóþ ÷èñëó Ôèáîíà÷÷è cn (c0 = c1 = 1, cn+1 = cn + cn−1, n > 1), ïðè÷¼ì âñþ
èíôîðìàöèþ î ôëàãîâûõ ÷èñëàõ ìíîãîãðàííèêà P ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè
îäíîðîäíîãî íåêîììóòàòèâíîãî ìíîãî÷ëåíà Ξ(P ) îò ïåðåìåííûõ c, deg c = 2, è d,
deg d = 4. Ýòîò ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ cd-èíäåêñîì.
Â ïðîöåññå ðàáîòû íàä îáçîðîì áûëî çàìå÷åíî, ÷òî ìíîãèå ãåîìåòðè÷åñêèå îïåðà-

òîðû íà êîëüöå âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ êîððåêòíî îïðåäåëåíû íà êîëüöå ôëà-
ãîâûõ âåêòîðîâ. Â ÷àñòíîñòè, áûë ðàññìîòðåí îïåðàòîð K ñòåïåíè −4 íà êîëüöå
ìíîãîãðàííèêîâ, êîòîðûé âîçíèêàåò èç ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè cd-èíäåêñà,
äàííîé Ê. Ëè . Ýòîò îïåðàòîð îïðåäåë¼í íåîäíîçíà÷íî, îäíàêî ïðè ïåðåõîäå ê êîëü-
öó ôëàãîâûõ âåêòîðîâ ýòà íåîäíîçíà÷íîñòü ïðîïàäàåò. Äëÿ íåãî âåðíà ôîðìóëà:

2Ξ(P ) = Ξ[(d− (2C −B)K)P ]c+ 2Ξ(KP )d,

ãäå dP � ñóììà ãèïåðãðàíåé ìíîãîãðàííèêà P , C è B � îïåðàòîðû ïèðàìèäû è
áèïèðàìèäû ñîîòâåòñòâåííî. Îïåðàòîð K îòêðûâàåò íîâûå ïåðñïåêòèâû äëÿ äàëü-
íåéøèõ èññëåäîâàíèé.
III. Áûëà ðàññìîòðåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: Íàéòè êðèòåðèé òîãî, ÷òî äëÿ ãðà-

äóèðîâàííîé àëãåáðû Õîïôà Q⟨c,d⟩, deg c = 2, deg d = 4, è ãðàäóèðîâàííîãî õîïôîâ-

ñêîãî èäåàëà J àëãåáðà Õîïôà (Q⟨c,d⟩/J)∗ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ïîëèíîìîâ, ó êîòîðîé

â êàæäîé ÷¼òíîé ðàçìåðíîñòè ðîâíî îäíà îáðàçóþùàÿ. Ýòà çàäà÷à ñâÿçàíà ñ ãè-
ïîòåçîé Â. Ì. Áóõøòàáåðà î êîãîìîëîãèÿõ àëãåáðû Ëè L1 ôîðìàëüíûõ âåêòîðíûõ
ïîëåé íà ïðÿìîé, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü âìåñòå ñ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé â íà÷àëå êîîð-
äèíàò, è âàæíà äëÿ ïîíèìàíèÿ ñâÿçè êîëüöà âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñ êîëüöîì
êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìîâ.
Áûë ïðèìåí¼í ìåòîä èçó÷åíèÿ àëãåáð Õîïôà ïðè ïîìîùè ñëîâ Ëèíäîíà è ïîëó-

÷åíû óñëîâèÿ â ðàçìåðíîñòÿõ, íå áîëüøå 8. Ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðîäîëæèòü ðàáîòó â
ýòîì íàïðàâëåíèè.
IV. Ñîâìåñòíî ñ À. È. Ãàðáåðîì è À. À. Ãàâðèëþêîì ó÷àñòâîâàë â ïåðåâîäå è ðå-

äàêöèè êíèãè Ã. Öèãëåð,Ëåêöèè î ìíîãîãðàííèêàõ, Ìîñêâà, ÌÖÍÌÎ, 2013 (ïîä ðå-
äàêöèåé Í. Ï. Äîëáèëèíà). Ýòî îäèí èç íàèáîëåå ñîâðåìåííûõ ó÷åáíèêîâ ïî òåîðèè
âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ, êîòîðûé äà¼ò îáçîð êëàññè÷åñêèõ è ñàìûõ ïîñëåäíèõ
ïîäõîäîâ ê èçó÷åíèþ ìíîãîãðàííèêîâ è ñîäåðæèò ìíîãî ïðèìåðîâ.

2. Îïóáëèêîâàííûå è ïîäàííûå â ïå÷àòü ðàáîòû

[BEP13] Â. Ì. Áóõøòàáåð, Í. Þ. Åðîõîâåö, Ò. Å. Ïàíîâ,Àëãåáðà è êîìáèíàòîðèêà

âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ, ïðèëîæåíèå ê ïåðåâîäó êíèãè Ãþíòåð Öèãëåð,Ëåêöèè î

ìíîãîãðàííèêàõ, Ìîñêâà, ÌÖÍÌÎ, 2013.
[Er12a] Nickolai Erokhovets,Ring of �ag vectors of convex polytopes, òåçèñû ìåæäó-

íàðîäíîé òîïîëîãè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Àëåêàñíäðîâñêèå ÷òåíèÿ¿, Ìîñêâà, 2012,
ñ. 23-24.
[Er12b] Nickolai Erokhovets,Criterion for the Buchstaber invariant of simplicial complexes

to be equal to two, ïðåäñòàâëåíà â arXiv, âûéäåò 17.12.2012.
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3. Ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèÿõ è øêîëàõ

(1) Ðîæäåñòâåíñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå âñòðå÷è ôîíäà Äìèòðèÿ Çèìèíà ¾Äèíà-
ñòèÿ¿, 8-10 ÿíâàðÿ 2012, ÍÌÓ.
Äîêëàä Äåôîðìàöèÿ óìíîæåíèÿ â ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáðàõ è òîðè÷åñêèå

g-ïîëèíîìû.
(2) Ñåìèíàð ¾Ãëîáóñ¿, 19 àïðåëÿ 2012.

Äîêëàä Òåîðèÿ èíâàðèàíòà Áóõøòàáåðà ïðîñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ,
(3) Ìåæäóíàðîäíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Àëåêñàíäðîâñêèå ÷òåíèÿ¿,

21-25 ìàÿ, 2012, Ìîñêâà.
Äîêëàä Ring of �ag vectors of convex polytopes.

(4) Åâðîïåéñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé êîíãðåññ, 2-7 èþëÿ, 2012, Êðàêîâ, Ïîëüøà.
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