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Îò÷åò ïî ãðàíòó Äåëèíÿ çà 2012 ãîä

Âëàäëåí Òèìîðèí

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòîì ãîäó

Êóáè÷åñêèì àíàëîãîì ìíîæåñòâà Ìàíäåëüáðîòà ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêîå ìíîæå-
ñòâî ñâÿçíîñòè M3, ñîñòîÿùåå èç êëàññîâ àôôèííîé ñîïðÿæåííîñòè êóáè÷å-
ñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, ó êîòîðûõ ìíîæåñòâî Æþëèà ñâÿçíî. Ãëàâíîé ãèïåðáîëè÷å-
ñêîé êîìïîíåíòîé â M3 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî êëàññîâ êóáè÷åñêèõ ìíîãî÷ëå-
íîâ, äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâî Æþëèà � æîðäàíîâà êðèâàÿ. Ðàññìîòðèì ìíîãî-
÷ëåí, êëàññ êîòîðîãî ëåæèò â çàìûêàíèè ãëàâíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé êîìïîíåíòû.
Òîãäà 1) ó ýòîãî ìíîãî÷ëåíà åñòü íåîòòàëêèâàþùàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, 2) ó
ýòîãî ìíîãî÷ëåíà íåò ðàçäåëÿþùèõ îòòàëêèâàþùèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, 3)
ó ýòîãî ìíîãî÷ëåíà åñòü íå áîëåå îäíîé íåîòòàëêèâàþùåé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷-
êè, ìóëüòèïëèêàòîð êîòîðîé îòëè÷åí îò 1. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç
íåðàâåíñòâà Éîêêîçà.

Ìû îïðåäåëÿåì ãëàâíóþ êóáèîèäó CU êàê ìíîæåñòâî êëàññîâ [f ], óäîâëå-
òâîðÿþùèõ òðåì ïåðå÷èñëåííûì ñâîéñòâàì. Íàøà ãèïîòåçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî
çàìûêàíèå ãëàâíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé êîìïîíåíòû ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì CU.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó f åñòü íåïðèòÿãèâàþùàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà. Ìû
äîêàçàëè ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû. Åñëè [f ] íå ïðèíàäëåæèò ãëàâíîé êóáèîè-
äå, òî îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ f íà íåêîòîðóþ æîðäàíîâó îáëàñòü ÿâëÿåò-
ñÿ êâàäðàòè÷íî-ïîäîáíûì îòîáðàæåíèåì ñî ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì Æþëèà. (Èç
òåîðåìû Äóàäè è Õàááàðäà èçâåñòíî, ÷òî êâàäðàòè÷íî-ïîäîáíîå îòîáðàæåíèå
ñî ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì Æþëèà òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî êâàäðàòíîìó ìíî-
ãî÷ëåíó â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè çàïîëíåííîãî ìíîæåñòâà Æþëèà).

Äîêàçàíà òàêæå ñëåäóþùàÿ òåîðåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êëàññ [f ] íå ïðè-
íàäëåæèò çàìûêàíèþ ãëàâíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé êîìïîíåíòû, íî èìååò íåîò-
òàëêèâàþùóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Òîãäà âåðíî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ
óòâåðæäåíèé:

1. îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ f íà íåêîòîðóþ æîðäàíîâó îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòè÷íî-ïîäîáíûì îòîáðàæåíèåì ñî ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì Æþëèà;

2. êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ f îòîáðàæàåòñÿ â äèñê Çèãåëÿ íà íåêî-
òîðîé èòåðàöèè;

3. ìíîæåñòâî Æþëèà ìíîãî÷ëåíà f èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó, è íà íåì
îïðåäåëåíî èçìåðèìîå èíâàðèàíòíîå ïîëå íàïðàâëåíèé.

Ñîãëàñíî øèðîêî èçâåñòíîé ãèïîòåçå, ñëó÷àé 3 íèêîãäà íå ðåàëèçóåòñÿ.
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Ó íàñ òàêæå èìååòñÿ ÿâíîå îïèñàíèå âñåõ èíâàðèàíòíûõ ëàìèíàöèé Òåðñòî-
íà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãî÷ëåíàì, êëàññû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò CU.

Â ñîâìåñòíîì ïðîåêòå ñ Â.Êèðè÷åíêî è Ï.Ãóñåâûì, ìû ñ÷èòàëè ÷èñëî âåð-
øèí ìíîãîãðàííèêîâ Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà. Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî k,
è ðàññìîòðèì âñå ðàçáèåíèÿ âèäà 1i1 . . . kik è ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ðàçáèå-
íèÿì ìíîãîãðàííèêè Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà GZ(1i1 . . . kik). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ek

ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÷èñëà V (1i1 . . . kik) âåðøèí â
ìíîãîãðàííèêå GZ(1i1 . . . kik), ò.å. ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä

Ek =
∑

i1,...,ik≥0

V (1i1 . . . kik)
zi11
i1!

. . .
zikk
ik!

.

Ìû âûâåëè ñëåäóþùåå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè íà Ek:(
∂k

∂z1 . . . ∂zk
−
(

∂

∂z1
+

∂

∂z2

)
. . .

(
∂

∂zk−1

+
∂

∂zk

))
Ek = 0.

Òàêèì îáðàçîì, E1(z1) = ez1, E2(z1, z2) = ez1+z2I0
(
2
√
z1z2

)
, ãäå I0 � ìîäèôèöè-

ðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà ñ ïàðàìåòðîì 0:

I0(t) =
∞∑
n=0

tn

n!2
.

Èíòåðåñíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü îáûêíîâåííóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ
äëÿ ÷èñåë V (1i1 . . . kik):

Gk(y1, . . . , yk) =
∑

i1,...,ik≥0

V (1i1 . . . kik)yi11 . . . yikk .

Íà ýòó ôóíêöèþ ìû ïîëó÷èëè ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ. Äëÿ âñÿêîãî ñòåïåííîãî
ðÿäà f îò ïåðåìåííûõ y1, . . ., yk, ìû îïðåäåëèì äåéñòâèå îïåðàòîðà ðàçäåëåííûõ
ðàçíîñòåé ∆i íà f êàê

∆i(f) =
f − f |yi=0

yi
.

Ôóíêöèÿ Gk óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

(∆1 . . .∆k − (∆1 +∆2) . . . (∆k−1 +∆k))Gk = 0.

Ïðè k = 1, 2 è 3, ýòó ôóíêöèþ ìîæíî âû÷èñëèòü ÿâíî. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî

G1(y1) =
1

1− y1
, G2(y1, y2) =

1

1− y1 − y2
.
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Ôóíêöèÿ G3(x, y, z) ðàâíà

2xz − y(1− x− z)− y
√
1− 2(x+ z) + (x− z)2

2(1− x− z)((x+ y)(y + z)− y)
.

×èñëà Vk,ℓ,m = V (1k2ℓ3m) ìîæíî òàêæå ïðåäñòàâèòü êàê êîýôôèöèåíòû
íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà. À èìåííî, ÷èñëî Vk,ℓ,m ñîâïàäàåò ñ êîýôôè-
öèåíòîì ïðè xkzm â ìíîãî÷ëåíå Ëîðàíà

1− xz

1 + xz

(
(1 + x)k+ℓ+m(1 + z)k+ℓ+m − (x+ z)k+ℓ+m

)
.

Èòîãè òðåõ ëåò, ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ñ çàÿâêîé

Íå âñå èç ïîëó÷åííûõ çà òðè ãîäà ðåçóëüòàòîâ ñîîòâåòñòâóþò ïåðâîíà÷àëüíîé
çàÿâêå. Òàê ïîëó÷èëîñü, ÷òî êðîìå ñîáñòâåííî äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ñôå-
ðå Ðèìàíà ÿ çàíèìàëñÿ êîìáèíàòîðèêîé è ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèåé. Âïðî÷åì,
ãëàâíûé ïóíêò çàÿâêè (äîêàçàòåëüñòâî îáùåãî ðåçóëüòàòà î ïîëóñîïðÿæåíèè
ìåæäó ðàçðåçàííîé ñôåðîé ñ íåãèïåðáîëè÷åñêîé äèíàìèêîé è ñôåðîé ñ ãèïåð-
áîëè÷åñêîé êðèòè÷åñêè êîíå÷íîé äèíàìèêîé) áûë âûïîëíåí. Ðåçóëüòàò çàïèñàí
è ñóùåñòâóåò (ïîêà) â âèäå ïðåïðèíòà. Ïîòåíöèàëüíàÿ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ýòî-
ãî ðåçóëüòàòà øèðîêà, íî íóæíî ðàçîáðàòü êîíêðåòíûå ïðèìåðû. Îäèí òàêîé
ïðèìåð (ïðèìåíåíèå ê ñïàðèâàíèÿì êâàäðàòíûõ ìíîãî÷ëåíîâ) îáñóæäàåòñÿ â
íàøåé ñîâìåñòíîé ñòàòüå ñ È.Ìàøàíîâîé, ïðèíÿòîé ê ïóáëèêàöèè â Annales
de Toulouse. ß íàäåþñü â áëèæàéøåå âðåìÿ ðàññìîòðåòü äðóãèå ïðèëîæåíèÿ,
íàïðèìåð, ïðèìåíèòü ðàçðàáîòàííóþ òåõíèêó òîïîëîãè÷åñêîé õèðóðãèè ê äè-
íàìèêå êóáè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Îïóáëèêîâàííûå è ïîäàííûå â ïå÷àòü ðàáîòû

1. Èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà è ìíîãîãðàííèêè Ãåëüôàíäà-Öåòëèíà, Êèðè÷åíêî
Â.À., Ñìèðíîâ Å.Þ., Òèìîðèí Â.À. // Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, 2012.
Ò. 67. No. 4. C. 89�128

2. Osculating curves: around the Tait-Kneser Theorem, E. Ghys, S. Tabachnikov,
V.A. Timorin // Mathematical Intelligencer, doi:10.1007/s00283-012-9336-6

3. Captures, matings and regluings, I. Mashanova, V.A. Timorin // To appear in
the Annales de Toulouse

4. Planarizations and maps taking lines to linear webs of conics V.A. Timorin
// To appear in the Mathematical Research Letters
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Âëàäëåí Òèìîðèí � 4� Îò÷åò ïî ãðàíòó 2012

5. Dynamical cores of topological polynomials, Blokh A., Oversteegen L., Ptacek
R., V.A. Timorin // To appear in Proceedings of the International Conference
�Frontiers in Complex Dynamics� celebrating J. Milnor's 80th Birthday,
Princeton University Press

Ïðåïðèíòû:

1. A. Blokh, L. Oversteegen, R. Ptacek, V. Timorin, �Laminations from the Main
Cubioid�

2. A. Blokh, L. Oversteegen, R. Ptacek, V. Timorin, �The Main Cubioid�

Ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèÿõ è øêîëàõ

ßíâàðü Christmas meetings with Pierre Deligne, Ðîæäåñòâåíñêèå âñòðå÷è ôîíäà
¾Äèíàñòèÿ¿ Íåçàâèñèìîìó Ìîñêîâñêîìó óíèâåðñèòåòó 20 ëåò 8.01.2012 -
10.01.2012 Ðîññèéñêàÿ Ôåäåðàöèÿ, Ìîñêâà

Ôåâðàëü çèìíÿÿ øêîëà ÍÈÓ-ÂØÝ ïî ìàòåìàòèêå (Êëÿçüìà)

Ìàé XI Ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà ÈÒÝÔ-ÍÈÓ ÂØÝ-ÈÒÔ ïî òåîðåòè÷åñêîé ìà-
òåìàòè÷åñêîé ôèçèêå 2.05.2012 - 10.05.2012 Óêðàèíà, Ñåâàñòîïîëü

Èþíü Holomophic foliations and complex dynamics 11.06.2012 - 15.06.2012
Ìîñêâà

Èþëü The eighteenth International Conference on Di�erence Equations and
Applications 22.07.2012 - 26.07.2012 Èñïàíèÿ, Áàðñåëîíà

Ñåíòÿáðü INdAM Conference New Trends in Holomorphic Dynamics 2.09.2012 �
7.09.2012 Èòàëèÿ, Êîðòîíà

Äîêëàäû íà ñåìèíàðàõ:

• ñåìèíàð ïî äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì, ÌÃÓ

• ñåìèíàð Ãëîáóñ, ÍÌÓ

• ñåìèíàð ëàáîðàòîðèè ×åáûøåâà, ÑÏáÃÓ

Ðàáîòà â íàó÷íûõ öåíòðàõ è ìåæäóíàðîäíûõ ãðóïïàõ

Ñîâìåñòíûé ïðîåêò ñ êîëëåãàìè èç óíèâåðñèòåòà Àëàáàìû â Áèðìèíãåìå.
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Ïåäàãîãè÷åñêàÿ è àäìèíèñòðàòèâíàÿ äåÿòåëüíîñòü

ß ïðåïîäàþ íà ôàêóëüòåòå ìàòåìàòèêè Âûñøåé Øêîëû Ýêîíîìèêè. Â ýòîì
ãîäó, ÿ ÷èòàë ñëåäóþùèå êóðñû:

1. óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, 3-4 êóðñû

2. Basic Representation Theory (ñîâìåñòíûé êóðñ àíãëîÿçû÷íîé ìàãèñòðàòó-
ðû ÍÈÓ ÂØÝ ïî ìàòåìàòèêå è ïðîãðàììû Math in Moscow)

Êðîìå òîãî, ÿ âåë ó÷åáíûå ñåìèíàðû ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì íà 2
êóðñå. ß ÿâëÿþñü çàìåñòèòåëåì äåêàíà ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè ïî ìåæäóíà-
ðîäíûì ñâÿçÿì. Ñ ýòîé äîëæíîñòüþ ñâÿçàíà ñóùåñòâåííàÿ àäìèíèñòðàòèâíàÿ
íàãðóçêà.

ß ðóêîâîæó êóðñîâûìè è âûïóñêíûìè êâàëèôèêàöèîííûìè ðàáîòàìè ñåìè
ñòóäåíòîâ.

Â Íåçàâèñèìîì Ìîñêîâñêîì Óíèâåðñèòåòå, ÿ âåäó (âìåñòå ñ À.Áóôåòîâûì è
Ã.Ìåðçîíîì) îñíîâíîé êóðñ ãåîìåòðèè äëÿ ñòóäåíòîâ 1 êóðñà.
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