Äâèæåíèÿ.


1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå, ïðîâåäåííûå ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðîòèâîëåæàùèì ñòîðîíàì, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé  òî÷êå.


2. Íà äèàìåòðå ÀÂ îêðóæíîñòè âçÿòà òî÷êà Ì. Õîðäà ÑD ïðîõîäèò ÷åðåç Ì ïîä óãëîì 45( ê (ÀÂ). Äîêàæèòå, ÷òî |CM|2 + |DM|2 íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè Ì.


3. Íà ñòîðîíàõ BC è CD êâàäðàòà ÀÂÑD, äëèíà ñòîðîíû êîòîðîãî ðàâíà à, âçÿòû ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè Ì è N òàê, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ÀÌN ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ ÀÂÌ è ÀDN. Íàéäèòå (ÌÀN è äëèíó âûñîòû òðåóãîëüíèêà ÀÌN, ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû À. 


4. Íà êàòåòàõ a è b ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà âûáèðàþòñÿ òî÷êè P è Q, èç êîòîðûõ îïóñêàþòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðû PK è QH íà ãèïîòåíóçó. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ñóììû |KP| + |PQ| + |QH|.


5. Â òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD è BC äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå E. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òðàïåöèÿ îïèñàííàÿ, òî óãîë ÀÅD – òóïîé.


6. Â ïàðàëëåëîãðàììå ÀÂÑD ïðîâåäåíû âûñîòû BK è BH; |KH| = a; |BD| = b. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû Â äî îðòîöåíòðà òðåóãîëüíèêà BKH.


7. Ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ÀÂÑ âïèñàí â îêðóæíîñòü. Ðàññòîÿíèÿ îò âåðøèí À è Â äî ïðîèçâîëüíîé òî÷êè Ì ýòîé îêðóæíîñòè ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî à è b. Íàéäèòå |CM|.


8. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ïðîâåäåíû ìåäèàíà ÑÌ è âûñîòà ÑÍ. Ïðÿìûå, ïðîâåäåííûå ÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó Ð ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ïåðïåíäèêóëÿðíî ÑÀ, ÑÌ è ÑÂ, ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ ÑÍ â òî÷êàõ A’, M’ è B’. Äîêàæèòå, ÷òî |A’M’| = |B’M’|.








Ïîäîáèå è ãîìîòåòèÿ.


1. Íà äèàãîíàëè BD ïàðàëëåëîãðàììà ABCD âçÿòà òî÷êà K. Ïðÿìàÿ AK ïåðåñåêàåò ïðÿìûå BC è CD â òî÷êàõ L è M ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî |AK|2 = |LK|(|KM|.


2. Íà ñòîðîíå ÂÑ òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ïîñòðîéòå òî÷êó Ì òàê, ÷òîáû ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç Ì íà (AB) è (ÀÑ), áûëà ïàðàëëåëüíà (ÂÑ).


3. Äâå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ âíóòðåííèì îáðàçîì â òî÷êå Ì. Õîðäà ÀÂ áîëüøåé îêðóæíîñòè êàñàåòñÿ ìåíüøåé îêðóæíîñòè â òî÷êå Ð. Äîêàæèòå, ÷òî ÌÐ – áèññåêòðèñà óãëà ÀÌÂ.


4. Â òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD è BC óãîë A – ïðÿìîé, E – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé, òî÷êà F – îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç E íà ñòîðîíó ÀB. Íàéäèòå (CFE, åñëè (DFE = (.


5. Íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ âíåøíèì îáðàçîì ïîñòðîåíû ïîäîáíûå òðåóãîëüíèêè: (A’BC ( (B’CA ( (C’AB. Äîêàæèòå, ÷òî â òðåóãîëüíèêàõ ÀÂÑ è A’B’C’ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí ñîâïàäàþò.


6. Âíóòðè êâàäðàòà ABCD âçÿòà òî÷êà Å. ET – âûñîòà òðåóãîëüíèêà ÀÂÅ, Ê – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ DT è AE, Ì – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ ÑÒ è ÂÅ. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê ÊÌ ÿâëÿåòñÿ ñòîðîíîé êâàäðàòà, âïèñàííîãî â òðåóãîëüíèê ÀÂÅ.


7. Äàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ÀÂÑ. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî öåíòðîâ ïðÿìîóãîëüíèêîâ PQRS òàêèõ, ÷òî òî÷êè Ð è Q ëåæàò íà ñòîðîíå ÀÑ, à òî÷êè R è S – íà ñòîðîíàõ ÀÂ è ÂÑ ñîîòâåòñòâåííî.


8. Ïî äâóì ïåðåñåêàþùèìñÿ ïðÿìûì ñ ïîñòîÿííûìè, íî íå ðàâíûìè ñêîðîñòÿìè VA è VB ñîîòâåòñòâåííî, äâèæóòñÿ òî÷êè À è Â. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà O, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè |AO| : |BO| = VA : VB è îáúÿñíèòå åå ïîñòðîåíèå.








Òî÷êà Ìèêåëÿ.


1. Äâå ðàâíûå îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè Î1 è Î2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ À è Â. Òî÷êè Ì è Ê ïðèíàäëåæàò äàííûì îêðóæíîñòÿì, ïðè÷åì À ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà ÌÊ. Äîêàæèòå, ÷òî: à) ÀÂ ( ÌÊ; á) ÀÌ = Î1Î2.


2. Äâå ðàâíûå îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè Î1 è Î2  ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ Ì è Ê. ×åðåç òî÷êó Ê ïðîâåäåíû äâå ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèå ïåðâóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ À è Â, à âòîðóþ – â òî÷êàõ Ñ è D ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî: à) ÀÂ = ÑD; á) òðåóãîëüíèêè ÀÌÑ è ÂÌD – ðàâíîáåäðåííûå; â) òðåóãîëüíèêè ÀÂÌ è ÑDÌ ðàâíû; ã) (ÀÌÑ = (ÂÌD = (Î1ÌÎ2.


3. Äâå îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè Î1 è Î2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ Ì è Ê. Íà îäíîé îêðóæíîñòè âçÿòû òî÷êè À è Â, à íà äðóãîé – Ñ è D òàê, ÷òî òðåóãîëüíèêè ÀÂÌ è ÑDÌ îêàçàëèñü ðàâíûìè (Â è Ñ ëåæàò â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ÀD). Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè À, Ê è Ñ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è òî÷êè Â, Ê è D òàêæå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. 


4. Íà ñòîðîíàõ ÂÑ, ÑÀ è ÀÂ òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ âçÿòû òî÷êè À1, Â1 è Ñ1 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ ÀÂ1Ñ1, ÂÑ1À1 è ÑÀ1Â1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.


5. Äîêàæèòå, ÷òî îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç íåêîòîðîé òî÷êè Ð íà ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà Ð ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè ýòîãî òðåóãîëüíèêà. 


6. Òî÷êè À, Â è Ñ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî÷êà Ð – âíå ýòîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ÀÂÐ, ÂÑÐ, ÀÑÐ è òî÷êà Ð ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.


7. ×åòûðå ïðÿìûå îáðàçóþò ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà. À) Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííûå îêðóæíîñòè ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ èìåþò îáùóþ òî÷êó (òî÷êà Ìèêåëÿ). Á) Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó Ìèêåëÿ.


8. Äàí âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ÀÂÑD, ñòîðîíû ÂÑ è ÀD êîòîðîãî ðàâíû, íî íå ïàðàëëåëüíû. Ïóñòü E è F – òàêèå âíóòðåííèå òî÷êè îòðåçêîâ ÂÑ è ÀD ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî ÂE = DF. Ïðÿìûå ÀÑ è ÂD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Ð, ïðÿìûå BD è EF ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Q, ïðÿìûå EF è AC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå R. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè PQR, ïîëó÷àåìûå äëÿ âñåõ òàêèõ òî÷åê E è F. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî âñåõ òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ, èìåþò îáùóþ òî÷êó, îòëè÷íóþ îò P.
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