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Òÿæåëî â ó÷åíèè � ëåãêî â áîþ.

1. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê ABC, êàñàåòñÿ ñòîðîí BC, CA, AB â òî÷êàõ
A1, B1, C1 ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êè A2, B2, C2 � ñåðåäèíû äóã BAC, CBA, ACB
îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå A1A2, B1B2 è
C1C2 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

2. Äâå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. ×åðåç òî÷êó A ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ,
âòîðè÷íî ïåðåñåêàþùàÿ ïåðâóþ îêðóæíîñòüâ òî÷êå C, à âòîðóþ � â òî÷êå D. Ïóñòü
M è N � ñåðåäèíû äóã BC è BD, íå ñîäåð- æàùèõ òî÷êó A, à K � ñåðåäèíà îòðåçêà
CD. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë MKN ïðÿìîé. (Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè C è D ëåæàò ïî
ðàçíûå ñòîðîíû îò òî÷êè A.)

3. ÏóñòüA′ � òî÷êà êàñàíèÿ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ñî ñòîðîíîé
BC. Ïðÿìàÿ a ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A′ è ïàðàëëåëüíà áèññåêòðèñå âíóòðåííåãî óãëà A.
Àíàëîãè÷íî ñòðîÿòñÿ ïðÿìûå b è c. Äîêàæèòå, ÷òî a, b è c ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

4. ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD îïèñàí îêîëî îêðóæíîñòè ω. Ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí AB è CD
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Îêðóæíîñòü ω1 êàñàåòñÿ ñòîðîíû BC â òî÷êå K è ïðîäîëæåíèé
ñòîðîí AB è CD, îêðóæíîñòü ω2 êàñàåòñÿ ñòîðîíû AD â òî÷êå L è ïðîäîëæåíèé ñòîðîí
AB è CD. Èçâåñòíî, ÷òî òî÷êè O, K è L ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî
ñåðåäèíû ñòîðîí BC, AD è öåíòð îêðóæíîñòè ω ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

5. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD, êàñàåòñÿ åãî ñòîðîí DA, AB, BC,
CD â òî÷êàõ K, L, M , N ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü S1, S2, S3, S4 � ñîîòâåòñòâåííî
îêðóæíîñòè, âïèñàííûå â òðåóãîëüíèêè AKL, BLM , CMN , DNK. Ê îêðóæíîñòÿì
S1 è S2, S2 è S3, S3 è S4, S4 è S1 ïðîâåäåíû îáùèå âíåøíèå êàñàòåëüíûå, îòëè÷íûå
îò ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé
ýòèìè ÷åòûðüìÿ êàñàòåëüíûìè, � ðîìá.

6. Ïóñòü îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê ABC, êàñàåòñÿ åãî ñòîðîí AB, BC è AC
â òî÷êàõ K, L è M ñîîòâåòñòâåííî. Ê îêðóæíîñòÿì, âïèñàííûì â òðåóãîëüíèêè BKL,
CLM è AKM , ïðîâåäåíû ïîïàðíî îáùèå âíåøíèå êàñàòåëüíûå, îòëè÷íûå îò ñòîðîí
òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè êàñàòåëüíûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

7. ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è âïèñàííûì, è îïèñàííûì, ïðè÷åì
âïèñàííàÿ â ABCD îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ åãî ñòîðîí AB, BC, CD è AD â òî÷êàõ
K, L, M , N ñîîòâåòñòâåííî. Áèññåêòðèñû âíåøíèõ óãëîâ A è B ÷åòûðåõóãîëüíèêà
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K ′, âíåøíèõ óãëîâ B è C � â òî÷êå L′, âíåøíèõ óãëîâ C è D
� â òî÷êå M ′, âíåøíèõ óãëîâ D è A � â òî÷êå N ′. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå KK ′, LL′,
MM ′ è NN ′ ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó.

8. Äàí âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, íèêàêèå äâå ñòîðîíû êîòîðîãî íå ïàðàëëåëüíû. Äëÿ
êàæäîé èç åãî ñòîðîí ðàññìîòðèì óãîë, ïîä êîòîðûì îíà âèäíà èç âåðøèíû, íàèáîëåå
óäàëåííîé îò ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé ýòó ñòîðîíó. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà âñåõ òàêèõ óãëîâ
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9. Äàí âûïóêëûé n-óãîëüíèê (n > 3), íèêàêèå ÷åòûðå âåðøèíû êîòîðîãî íå ëåæàò
íà îäíîé îêðóæíîñòè. Îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òðè âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà
è ñîäåðæàùóþ âíóòðè ñåáÿ îñòàëüíûå åãî âåðøèíû, íàçîâåì îïèñàííîé. Îïèñàííóþ
îêðóæíîñòüíàçîâåì ãðàíè÷íîé, åñëè îíà ïðîõîäèò ÷åðåç òðè ïîñëåäîâàòåëüíûå
(ñîñåäíèå) âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà; îïèñàííóþ îêðóæíîñòü íàçîâåì âíóòðåííåé, åñëè
îíà ïðîõîäèò ÷åðåç òðè âåðøèíû, íèêàêèå äâå èç êîòîðûõ íå ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè
âåðøèíàìè ìíîãîóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàíè÷íûõ îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé íà äâå
áîëüøå, ÷åì âíóòðåííèõ.

10. Ïðîâåäåì ÷åðåç îñíîâàíèå áèññåêòðèñû óãëà A ðàçíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ABC
îòëè÷íóþ îò ñòîðîíû BC êàñàòåëüíóþ ê âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòè. Òî÷êó
åå êàñàíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ îáîçíà÷èì ÷åðåç Ka. Àíàëîãè÷íî ïîñòðîèì òî÷êè Kb è Kc.
Äîêàæèòå, ÷òî òðè ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå òî÷êè Ka, Kb è Kc ñ ñåðåäèíàìè ñòîðîí BC,
CA è AB ñîîòâåòñòâåííî, èìåþò îáùóþ òî÷êó, ïðè÷åì ýòà òî÷êà ëåæèò íà âïèñàííîé
îêðóæíîñòè.

11. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ó âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà âñå óãëû ðàâíû, òî ïî êðàéíåé ìåðå
ó äâóõ åãî ñòîðîí äëèíû íå ïðåâîñõîäÿò äëèí ñîñåäíèõ ñ íèìè ñòîðîí.
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