
Îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû.
Ä.Ïåðìÿêîâ

Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô (èëè îðãðàô) � ãðàô, êàæäîå ðåáðî êîòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ ñòðåëêîé. Ïóòè è öèêëû â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå îïðåäåëÿþòñÿ
òàêæå, êàê â îáû÷íîì, íî èäòè ðàçðåøàåòñÿ òîëüêî âäîëü ñòðåëîê.

1. Ìàëåíüêèé Ïðèíö ðàññêàçûâàåò, ÷òî îí ïîáûâàë íà àñòåðîèäå, íà
êîòîðîì â êàæäîå îçåðî âïàäàåò ïî 3 ðåêè, è èç êàæäîãî âûòåêàåò ïî 4
ðåêè. Äîêàæèòå, ÷òî îí íåâíèìàòåëüíî îñìîòðåë àñòåðîèä.

2. Â ñåêðåòíîé ñëóæáå ðàáîòàþò n àãåíòîâ - 001, 002, . . . , 007, . . . , n. Ïåðâûé
àãåíò ñëåäèò çà òåì, êòî ñëåäèò çà âòîðûì, âòîðîé - çà òåì, êòî ñëåäèò çà
òðåòüèì, è ò.ä., n-ûé - çà òåì, êòî ñëåäèò çà ïåðâûì. Äîêàæèòå, ÷òî n -
íå÷åòíîå ÷èñëî.

3. Â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå èç êàæäîé âåðøèíû ìîæíî âûéòå õîòÿ áû
ïî d ðåáðàì. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ïðîñòîé ïóòü äëèíû d + 1.

4. Â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèò ðîâíî d ðåáåð
è âõîäèò ðîâíî d ðåáåð. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ðàçðåøèòü èäòè ïî ðåáðàì â
ëþáîì íàïðàâëåíèè, òî îò ëþáîé âåðøèíû ìîæíî äîéòè äî ëþáîé äðóãîé
(ò.å. îðãðàô ñëàáîñâÿçíûé). Äîêàæèòå, ÷òî

(a) îðãðàô ñèëüíîñâÿçíûé (ñì. îïðåäåëåíèå íèæå);
(b) íàéäåòñÿ öèêë, ïðîõîäÿùèé ïî âñåì ðåáðàì ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó.
Îðãðàô ñèëüíî ñâÿçíûé, åñëè â íåì îò ëþáîé âåðøèíû ìîæíî äîéòè äî

ëþáîé äðóãîé.
Òóðíèð � îðãðàô, ëþáûå äâå âåðøèíû êîòîðîãî ñîåäèíåíû ðîâíî îäíîé

ñòðåëêîé.
5. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâà òóðíèðà áåç öèêëîâ ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì

âåðøèí âåðøèí èçîìîðôíû.
6. Äîêàæèòå, ÷òî â êàæäîì òóðíèðå íàéäåòñÿ ïðîñòîé ïóòü, ïðîõîäÿùèé

ïî âñåì âåðøèíàì.
7. Äîêàæèòå, ÷òî òóðíèð ñèëüíîñâÿçåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåì

åñòü ïðîñòîé öèêë, ïðîõîäÿùèé ïî âñåì âåðøèíàì.
8.Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíû òóðíèðà ìîæíî ðàçáèòü íà ìíîæåñòâà M1, . . . , Mk,

÷òî
(1) åñëè âåðøèíû P è Q ïðèíàäëåæàò îäíîìó ìíîæåñòâó Mi, òî ñóùåñòâóåò

ïóòü èç P â Q ïî âåðøèíàì èç Mi;
(2) åñëè P èç Mi, à Q èç Mj , ãäå i < j, òî ðåáðî âåäåò èç P â Q.
9.Ìîñò � ðåáðî, ïîñëå óäàëåíèÿ êîòîðîãî ãðàô ïåðåñòàåò áûòü ñâÿçíûì.

Äîêàæèòå, ÷òî ñâÿçíûé ãðàô áåç ìîñòîâ èìååò ñèëüíî ñâÿçíóþ îðèåíòàöèþ.
10. Â ñòðàíå Îðèåíòàöèÿ íà âñåõ äîðîãàõ ââåäåíî îäíîñòîðîííåå äâèæåíèå,

ïðè÷åì èç ëþáîãî ãîðîäà â ëþáîé äðóãîé ìîæíî äîáðàòüñÿ, ïðîåõàâ íå
áîëåå, ÷åì ïî äâóì äîðîãàì. Îäíó äîðîãó çàêðûëè íà ðåìîíò òàê, ÷òî èç
êàæäîãî ãîðîäà ïî-ïðåæíåìó ìîæíî äîáðàòüñÿ äî êàæäîãî. Äîêàæèòå, ÷òî
äëÿ ëþáûõ äâóõ ãîðîäîâ ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ïðîåõàâ íå áîëåå, ÷åì ïî òðåì
äîðîãàì.
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