
Ìíîãî÷ëåíû Áåðíóëëè.Ñîñòàâèòåëü À. Å�èìîâÖåëü ýòîãî ëèñòî÷êà � äîêàçàòü àññèìïòîòèêè äëÿ êîëè÷åñòâà âåùåñòâåííûõ êîðíåé n è äëÿìàêñèìàëüíîãî âåùåñòâåííîãî êîðíÿ yn ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè Bn(x):n = 2n�e + ln(n)�e +O(1); yn = n2�e + ln(n)4�e +O(1):Çàäà÷à -1 (Ñëàáûå îöåíêè íà n!). Äîêàæèòå, ÷òînnen�1 � n! � (n+ 1)n+14en�1 :Çàäà÷à 0 (Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà). Äîêàæèòå àññèìïòîòèêó äëÿ n!:n! � �ne�np2�nà) Äîêàæèòå ðàâåíñòâî (n+ 12) ln(1 + 1n) = 1 + 13 1(2n+1)2 + 15 1(2n+1)4 + : : :á) Äîêàæèòå, ÷òî 1 < (1 + 1n)n+ 12e < e 112ne 112(n+1)â) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = n!ennn+12 ìîíîòîííî óáûâàåò, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ane �112nìîíîòîííî âîçðàñòàåò.ã) Tåïåðü, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå Âàëëèñà sin �x = 1Qn=1(1� x2n2 ), äîêàæèòå �îðìóëó Ñòèðëèíãà.Îïðåäåëåíèå. Ìíîãî÷ëåíû Áåðíóëëè Bn(x) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì òîæäåñòâîì �îðìàëüíûõñòåïåííûõ ðÿäîâ îò x è t: tetxet � 1 = 1Xn=0 Bn(x)n! tn.Ôîðìóëà Ýéëåðà. Ñëåäóþùåé �îðìóëîé ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà:�(2m) = (�1)m+1B2m(0)22m�1�2m(2m)! ;ãäå �(s) = 1Pn=1 1ns � äçåòà-�óíêöèÿ �èìàíà.Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè:(1) Bn(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ñî ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì 1.(2) Bn(1� x) = (�1)nBn(x);(3) 21�nBn(2x) = Bn (x) +Bn �x+ 12�;(4) Bn(x + 1)� Bn(x) = nxn�1;(5) B0n(x) = nBn�1(x).Çàäà÷à 2. Íàéäèòå ñóììó 1k + 2k + � � �+ nk.Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ïðîñòûå ñâîéñòâà �óíêöèé Bn(x) íà îòðåçêå [0; 1℄ ïðè n � 2:1. Åñëè n � 2(mod 4), òî Bn(0) = Bn(1) > 0 > Bn(12); �óíêöèÿ Bn(x) ìîíîòîííî óáûâàåò íàîòðåçêå �0; 12�, ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà îòðåçêå �12 ; 1�.2. Åñëè n � 0(mod 4), òî Bn(0) = Bn(1) < 0 < Bn(12); �óíööèÿ Bn(x) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íàîòðåçêå �0; 12�, ìîíîòîííî óáûâàåò íà îòðåçêå �12 ; 1�.3. Åñëè n � 1(mod 4), òî Bn(0) = Bn(12) = Bn(1) = 0; êðîìå òîãî, Bn(x) < 0 ïðè x 2 �0; 12�,Bn(x) > 0 ïðè x 2 �12 ; 1�. 1



4. Åñëè n � 3(mod 4), òî Bn(0) = Bn(12) = Bn(1) = 0; êðîìå òîãî, Bn(x) > 0 ïðè x 2 �0; 12�,Bn(x) < 0 ïðè x 2 �12 ; 1�.Çàäà÷à 4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç dn âåðõíþþ öåëóþ ÷àñòü ìàêñèìàëüíîãî êîðíÿ yn ìíîãî÷ëåíà Bn(x).Äîêàæèòå, ÷òî dn+1 � dn + 1.Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî 4kp1�B4k(0) < d4k < 2 + 4kp�B4k(0):Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî 4kp�B4k(0) = 2k�e + ln(4k)4�e +O(1):Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå àññèìïòîòèêó äëÿ yn, óêàçàííóþ â íà÷àëå ëèñòî÷êà.Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí B4k+1(x) èìååò ðîâíî 2 êîðíÿ (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé) íàïîëóèíòåðâàëå [m;m + 1) ïðè 1 � m � d4k+1 � 1.Çàäà÷à 9. Äîêàæèòå àññèìïòîòèêó äëÿ êîëè÷åñòâà äåéñòâèòåëüívõ êîðíåé n ìíîãî÷ëåíà Bn(x),óêàçàííóþ â íà÷àëå ëèñòî÷êà.
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