
�àã¯¯  "� ©äã­ ".
�®¬¡¨­ â®à­ ï £¥®¬¥âà¨ï: ®âà¥§ª¨, ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª¨, ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤ë...

�®àæ¨ï 1.

1.1. �  ¯àï¬®© à á¯®«®¦¥­® ­¥áª®«ìª® ®âà¥§ª®¢ â ª, çâ® ª ¦¤ë© ¯¥à¥á¥ª ¥âáï ­¥ ¬¥­¥¥, ç¥¬ á ¯®«®-
¢¨­®© ¨§ ®áâ ¢è¨åáï. �®ª ¦¨â¥, çâ® ­¥ª®â®àë© ®âà¥§®ª ¯¥à¥á¥ª ¥âáï á® ¢á¥¬¨ ®áâ ¢è¨¬¨áï.

1.2. �  ¯àï¬®© à á¯®«®¦¥­® ­¥áª®«ìª® ®âà¥§ª®¢ â ª, çâ® ª ¦¤ ï â®çª  ¯®ªàëâ  ­¥ ¡®«¥¥, ç¥¬ k
®âà¥§ª ¬¨. �®ª ¦¨â¥, çâ® ®âà¥§ª¨ ¬®¦­® à §¤¥«¨âì ­  k á¥¬¥©áâ¢ â ª, çâ®¡ë ¢ ª ¦¤®¬ á¥¬¥©áâ¢¥
®âà¥§ª¨ ­¥ ¯¥à¥á¥ª «¨áì.

1.3. �®à¨¤®à ¤«¨­ë l ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ ®¡à §®¬ ¯®ªàë«¨ ¤®à®¦ª ¬¨ (ª®­¥ç­ë¬ ç¨á«®¬). �®ª ¦¨â¥,
çâ® ¬®¦­® ã¡à âì ­¥ª®â®àë¥ ¤®à®¦ª¨ â ª, çâ®¡ë ®áâ ¢è¨¥áï ¤®à®¦ª¨ ¯®ªàë¢ «¨ ¢¥áì ª®à¨¤®à,
¨ ¨å áã¬¬ à­ ï ¤«¨­  ­¥ ¯à¥¢ëè «  2l.

1.4. �®à¨¤®à ¤«¨­ë l ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ ®¡à §®¬ ¯®ªàë«¨ ¤®à®¦ª ¬¨ (ª®­¥ç­ë¬ ç¨á«®¬). � ¦¤ãî ¤®-
à®¦ªã à §à¥§ «¨ ¯®¯®« ¬, ¨ ã¡à «¨ ®¤­ã ¨§ ¯®«®¢¨­. �®ª ¦¨â¥, çâ® ®áâ ¢è¨¥áï ¯®«®¢¨­ë ¯®-
ªà®îâ ­¥ ¬¥­¥¥ âà¥â¨ ª®à¨¤®à .
(�. �®¬¨­, ¨§ �¥­¨­£à ¤áª¨å ®«¨¬¯¨ ¤)

1.5.* � ¦¤ë© ¨§ á¥¬¨ à¥¡ïâ ¢ ¢®áªà¥á¥­ì¥ 3 à §  ª â «áï ­  ª®­ìª å ­  ª âª¥. �§¢¥áâ­®, çâ® ª ¦¤ë¥
¤¢®¥ ¨§ ­¨å ¢ ­¥ª®â®àë© ¬®¬¥­â ¡ë«¨ ­  «ì¤ã ®¤­®¢à¥¬¥­­®. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ ­¥ª®â®àë© ¬®¬¥­â
­  «ì¤ã ®ª § «¨áì ®¤­®¢à¥¬¥­­® âà®¥ à¥¡ïâ.
(�. �­¤¦ ­á, ¨§ �á¥á®î§­ëå ®«¨¬¯¨ ¤)

�®àæ¨ï 2.

2.1. �  ¯«®áª®áâ¨ à á¯®«®¦¥­® ­¥áª®«ìª® ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª®¢ á® áâ®à®­ ¬¨, ¯ à ««¥«ì­ë¬¨ ®áï¬ ª®®à-
¤¨­ â â ª, çâ® ª ¦¤ë© ¯¥à¥á¥ª ¥âáï ­¥ ¬¥­¥¥, ç¥¬ á 3/4 ¨§ ®áâ ¢è¨åáï. �®ª ¦¨â¥, çâ® ­¥ª®â®àë©
¯àï¬®ã£®«ì­¨ª ¯¥à¥á¥ª ¥âáï á® ¢á¥¬¨ ®áâ ¢è¨¬¨áï.

2.2. �  ¯«®áª®áâ¨ à á¯®«®¦¥­® ­¥áª®«ìª® à ¢­ëå ª¢ ¤à â®¢ á® áâ®à®­ ¬¨, ¯ à ««¥«ì­ë¬¨ ®áï¬ ª®-
®à¤¨­ â â ª, çâ® ª ¦¤ ï â®çª  ¯®ªàëâ  ­¥ ¡®«¥¥, ç¥¬ k ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª ¬¨. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯àï-
¬®ã£®«ì­¨ª¨ ¬®¦­® à §¤¥«¨âì ­  2k−1 á¥¬¥©áâ¢ â ª, çâ®¡ë ¢ ª ¦¤®¬ á¥¬¥©áâ¢¥ ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª¨
­¥ ¯¥à¥á¥ª «¨áì.

2.3. �  áâ®«¥ 20× 20 à §¡à®á ­® 90 á «ä¥â®ª 1× 1 á® áâ®à®­ ¬¨, ¯ à ««¥«ì­ë¬¨ ªà ï¬ áâ®« . �®ª -
¦¨â¥, çâ® ¬®¦­® ¯®«®¦¨âì ¥é¥ ®¤­ã â ªãî á «ä¥âªã, ­¥ ¯¥à¥á¥ª îéãîáï á ã¦¥ «¥¦ é¨¬¨.

�®àæ¨ï 3.

3.1. �  áâ®«¥ à §¡à®á ­ë ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª¨ (ª ª ã£®¤­®) â ª, çâ® «î¡ë¥ ¤¢  ¯¥à¥á¥ª îâáï. �®ª ¦¨â¥,
çâ® ­ ©¤¥âáï ¯àï¬ ï, ¯¥à¥á¥ª îé ï ¨å ¢á¥.

3.2. �  áâ®«¥ 20 × 20 à §¡à®á ­® 95 á «ä¥â®ª 1 × 1 (ª ª ã£®¤­®). �®ª ¦¨â¥, çâ® ­  áâ®«¥ ¬®¦­®
­ à¨á®¢ âì ªàã£ ¤¨ ¬¥âà  1, ­¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨© á «ä¥âª¨.

3.3.* � ¯à®áâà ­áâ¢¥ à á¯®«®¦¥­ë 12 ¯àï¬®ã£®«ì­ëå ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤®¢ á à¥¡à ¬¨, ¯ à ««¥«ì­ë¬¨
®áï¬ ª®®à¤¨­ â. �®áâ ¢¨¬ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ª ¦¤®¬ã ¨§ ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤®¢ ¢¥àè¨­ã £à ä . �¢¥
¢¥àè¨­ë á®¥¤¨­¨¬ à¥¡à®¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤ë ­¥
¯¥à¥á¥ª îâáï. �®¦¥â «¨ £à ä ®ª § âìáï æ¨ª«®¬ ¤«¨­ë 12?
(�. �ª®¯ï­ | á® �á¥à®áá¨©áª®© ®«¨¬¯¨ ¤ë)

3.4.* (� £ ¦ ¢ ¬¥âà®) �®¦­® «¨ ¢ ­¥ª®â®à®¬ ¯àï¬®ã£®«ì­®¬ ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤¥ á áã¬¬®© à¥¡¥à d ¯®-
¬¥áâ¨âì ­¥ª®â®àë© ¯àï¬®ã£®«ì­ë© ¯ à ««¥«¥¯¨¯¥¤ á áã¬¬®© à¥¡¥à, ¡®«ìè¥© d?
(�. �¥­ì, á �®áª®¢áª®© ®«¨¬¯¨ ¤ë(?))



�®¬¬¥­â à¨¨, ãª § ­¨ï ¨ à¥è¥­¨ï.

�à¨ à¥è¥­¨¨ § ¤ ç ¯à¥¤«®¦¥­­®© á¥à¨¨ ¯®«¥§­ë ¬­®£¨¥ áâ ­¤ àâ­ë¥ ¯®¤å®¤ë, â ª¨¥ ª ª ¯à¨¬¥­¥-
­¨¥ ¨­¤ãªæ¨¨, ¯à¨­æ¨¯ �¨à¨å«¥. �á®¡¥­­® ç áâ® ¨ íää¥ªâ¨¢­® ¯à¨ à¥è¥­¨¨ § ¤ ç ¯® ª®¬¡¨­ â®à­®©
£¥®¬¥âà¨¨ ¯à¨¬¥­ï¥âáï ¯à¨­æ¨¯ \ªà ©­¥£®", á®áâ®ïé¨© ¢ à áá¬®âà¥­¨¨ ®¡ê¥ªâ , ¢ë¤¥«ïîé¨©áï ­¥-
ª®â®àë¬ ®á®¡ë¬ á¢®©áâ¢®¬ áà¥¤¨ ¢á¥å ®¡ê¥ªâ®¢. � ç «® à ááã¦¤¥­¨© ¯® ¯à¨­æ¨¯ã ªà ©­¥£® ¬®¦¥â
¢ë£«ï¤¥âì, ­ ¯à¨¬¥à, â ª: \áà¥¤¨ ª®­æ®¢ ¢á¥å ®âà¥§ª®¢ (ª®­¥ç­®£® ç¨á« ) à áá¬®âà¨¬ á ¬ë© «¥¢ë©
(â. ¥. ¨¬¥îé¨© ­ ¨¬¥­ìèãî  ¡áæ¨ááã)" ¨«¨ \à áá¬®âà¨¬ ¯ àã á ¬ëå ã¤ «¥­­ëå â®ç¥ª ¤ ­­®£® ª®­¥ç-
­®£® ¬­®¦¥áâ¢ ", ¨ â. ¤. � ¤ ç¨ ¯®àæ¨¨ 1 ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á¥à¨î ¯® \®¤­®¬¥à­®©" £¥®¬¥âà¨¨.

1.1. �¥è¥­¨¥. �ãáâì ¤ ­ë ®âà¥§ª¨ [ai, bi], i = 1, 2, . . . , n. �ãáâì a = ai = max{a1, a2, . . . , an}, b =
bj = min{b1, b2, . . . , bn}. �á«¨ a ≥ b, â® ¢á¥ ®âà¥§ª¨ á®¤¥à¦ â [a, b]. �­ ç¥ ¡®«¥¥ n/2 ®âà¥§ª®¢
¯¥à¥á¥ª îâ [a, b], ¨ §­ ç¨â á®¤¥à¦ â â®çªã a (áç¨â ¥¬, çâ® ®âà¥§®ª ¯¥à¥á¥ª ¥âáï á ¬ á á®¡®©).
� ª¦¥ ¡®«¥¥ n/2 ®âà¥§ª®¢ ¯¥à¥á¥ª îâ [a, b], ¨ §­ ç¨â á®¤¥à¦ â â®çªã b. �® ¯à¨­æ¨¯ã �¨à¨å«¥
­ ©¤¥âáï ®âà¥§®ª, á®¤¥à¦ é¨© ¨ a, ¨ b. �â®â ®âà¥§®ª ¯¥à¥á¥ª ¥â ¢á¥ ®âà¥§ª¨.

1.2. � ¡à®á®ª à¥è¥­¨ï. �ãáâì ¤ ­ë ®âà¥§ª¨ [ai, bi], i = 1, 2, . . . , n. �à¨¬¥­¨¬ ¨­¤ãªæ¨î ¯® n. �ãáâì
a = ai = max{a1, a2, . . . , an}. �î¡®© ®âà¥§®ª, ¯¥à¥á¥ª îé¨© [ai, bi], ¯®ªàë¢ ¥â ai, ¯®íâ®¬ã [ai, bi]
¯¥à¥á¥ª ¥âáï ­¥ ¡®«¥¥, ç¥¬ á k − 1 ®âà¥§ª ¬¨. �ë¡à®á¨¢ [ai, bi] ¨§ à áá¬®âà¥­¨ï, ¯à¨¬¥­¨¬ ¯à¥¤-
¯®«®¦¥­¨¥ ¨­¤ãªæ¨¨ ª ®áâ ¢è¨¬áï ®âà¥§ª ¬. �¥à­ã¢ [ai, bi], ¯®ªà á¨¬ ¥£® ¢ æ¢¥â, ®â«¨ç­ë© ®â
æ¢¥â  ¯¥à¥á¥ª îé¨åáï á ­¨¬ ®âà¥§ª®¢.

1.3. � ¡à®á®ª à¥è¥­¨ï. �¡¥à¥¬ ¤®à®¦ªã, ¥á«¨ ®­  ¯®ªàëâ  ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥¬ ®áâ «ì­ëå. �®á«¥ ª®­¥ç-
­®£® ç¨á«  è £®¢ ¬ë ¯à¨¤¥¬ ª â ª®© á¨áâ¥¬¥ ¤®à®¦¥ª, çâ® ª ¦¤ ï ª®à¨¤®à  ¯®ªàëâ  ­¥ ¡®«¥¥,
ç¥¬ ¤¢ã¬ï ¤®à®¦ª ¬¨.

1.4. �ª § ­¨¥. �ãáâì ¯®á«¥ ã¤ «¥­¨ï ¯®«®¢¨­ ¬ë ¯à¨è«¨ ª ®¡ê¥¤¨­¥­¨î ¯®ªàëâëå ¤®à®¦ª ¬¨ ®â-
à¥§ª®¢ ∆1, . . . ,∆n. "� §¤ã¥¬" ∆k ¢ âà¨ à § , â. ¥. à áá¬®âà¨¬ ®âà¥§®ª ∆′

k, ¯®«ãç¥­­ë© ¨§ ∆k

£®¬®â¥â¨¥© á æ¥­âà®¬ á ¥£® á¥à¥¤¨­¥ ¨ ª®íää¨æ¨¥­â®¬ 3. �®ª ¦¨â¥, çâ® ®âà¥§ª¨ ∆′
1, . . . ,∆n

¯®ªà®îâ ª®à¨¤®à.

1.5. � ¡à®á®ª à¥è¥­¨ï.
�à¥¬ï ¯à¥¡ë¢ ­¨ï ­  ª âª¥ ª ¦¤®£® ¨§ à¥¡ïâ | ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ Ai âà¥å ¯®¯ à­® ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï
®âà¥§ª®¢ ­  ç¨á«®¢®© ®á¨ t | ¨â®£® ã ­ á ¬­®¦¥áâ¢® E = ∪7

i=1Ai ¨§ 3 · 7 = 21 ®âà¥§ª®¢ ­ 
¯àï¬®©. �­®¦¥áâ¢® V ¢¥àè¨­ ¢á¥å íâ¨å ®âà¥§ª®¢ á®áâ®¨â ¨§ 42 â®ç¥ª (¬®¦­® ¢¥àè¨­ë áç¨â âì
à §«¨ç­ë¬¨). �æ¥­¨¬ ç¨á«® â ª¨å ¯ à (e, v), ¤«ï ª®â®àëå ®âà¥§®ª e ∈ E á®¤¥à¦¨â ¢¥àè¨­ã
v ∈ V ®âà¥§ª , ®â«¨ç­®£® ®â e. � ¦¤®¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ Ai ∩ Aj ¤ ¥â å®âï ¡ë ¤¢¥ â ª¨¥ ¯ àë. �®£¤ 
¢á¥£® â ª¨å ¯ à ­¥ ¬¥­ìè¥ 23

7 = 42. �à®¬¥ â®£®, á ¬ ï «¥¢ ï ¢¥àè¨­  ¨§ E ­¥ ¢å®¤¨â ­¨ ¢ ®¤­ã
â ªãî ¯ àã, ¯®íâ®¬ã ­¥ª®â®à ï ¢¥àè¨­  ¢å®¤¨â å®âï ¡ë ¢ ¤¢¥ ¯ àë, â.¥. ­¥ª®â®àë© ª®­¥æ ®âà¥§ª 
¯®ªàëâ ¤¢ã¬ï ¤àã£¨¬¨ ®âà¥§ª ¬¨. �â®â ª®­¥æ ®âà¥§ª  á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¨áª®¬®¬ã ¬®¬¥­âã ¢à¥¬¥­¨.

2.1. � ¤ ç¨ ¯®àæ¨¨ 2 "¤¢ã¬¥à­ë". �¤¥áì ¡ë¢ ¥â ¯®«¥§­  ¨¤¥ï ¯®­¨¦¥­¨ï à §¬¥à­®áâ¨ | á¯à®¥ªâ¨-
à®¢ ¢ ª àâ¨­ªã ­  ®á¨ ª®®à¤¨­ â, ¬ë ¯à¨å®¤¨¬ ª "®¤­®¬¥à­ë¬" § ¤ ç ¬.
� ¡à®á®ª à¥è¥­¨ï. �¯à®¥ªâ¨àã¥¬ ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª¨ ­  ®á¨ ª®®à¤¨­ â. �¥â®¤®¬ § ¤ ç¨ 1.1 ¯®-
ª ¦¥¬, çâ® ­ ©¤¥âáï ¡®«¥¥ n/2 ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª®¢, ¯à®¥ªæ¨ï ª®â®àëå ­  ®áì Ox ¯¥à¥á¥ª ¥âáï á
¯à®¥ªæ¨¥© «î¡®£® ¨§ ®áâ ¢è¨åáï. � §®¢¥¬ â ª¨¥ ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª¨ x-¯®¤å®¤ïé¨¬¨. �­ «®£¨ç­®,
­ ©¤¥¬ ¡®«¥¥ n/2 y-¯®¤å®¤ïé¨å ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª®¢. �® ¯à¨­æ¨¯ã �¨à¨å«¥ ­ ©¤¥âáï ¯àï¬®ã£®«ì-
­¨ª, ®¤­®¢à¥¬¥­­® x-¯®¤å®¤ïé¨© ¨ y-¯®¤å®¤ïé¨©. �¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® ®­ ¯¥à¥á¥ª ¥âáï á® ¢á¥¬¨
®áâ «ì­ë¬¨ ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª ¬¨.

2.2. � ¡à®á®ª à¥è¥­¨ï. � áá¬®âà¨¬ á ¬ë© ¢¥àå­¨© ¨§ à ¢­ëå ª¢ ¤à â®¢. � ­¨¬ ¯¥à¥á¥ª ¥âáï ­¥
¡®«¥¥ 2(k − 1) ª¢ ¤à â®¢ (ª ¦¤ë© ¨§ ­¨å á®¤¥à¦¨â ®¤­ã ¨§ ¤¢ãå ­¨¦­¨å ¢¥àè¨­). � «¥¥, ª ª ¨
¢ § ¤ ç¥ 1.2, ¯à¨¬¥­¨¬ ¨­¤ãªæ¨î ¯® ç¨á«ã ª¢ ¤à â®¢.

2.3. �ª § ­¨¥. �«ï ª ¦¤®£® ª¢ ¤à â  A ¯à®¨§¢¥¤¥¬ "à §¤ã¢ ­¨¥": à áá¬®âà¨¬ ª¢ ¤à â A′, ¯®«ãç¥­-
­ë© £®¬®â¥â¨¥© á æ¥­âà®¬ ¢ æ¥­âà¥ A ¨ ª®íää¨æ¨¥­â®¬ 2. �¢ ¤à âë A ¨ B ­¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  A′ ­¥ á®¤¥à¦¨â B. �®¢¥àè¨¢ à §¤ã¢ ­¨¥ ª¢ ¤à â®¢, ¤®ª ¦¨â¥, çâ®
®áâ ­¥âáï ¬¥áâ® ¤«ï æ¥­âà  ¥é¥ ®¤­®£® ª¢ ¤à â .

�¨â¥à âãà : Dol'nikov V.L. Some Problems for Mathematical Olympiad. Combinatorial Geometry,
CIMAT, Mexico, 2004.


