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�®àæ¨ï 1.

1.1 �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬®¦® ®á¢¥â¨âì ¯«®áª®áâì ¡¥áª®¥çë¬  ¡®à®¬ ¯à®¦¥ªâ®à®¢, ®á¢¥é îé¨å ã£«ë
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1.2 �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬®¦®  âãà «ìë¥ à ááâ ¢¨âì ¢ ª«¥âª¨ ¡¥áª®¥ç®© ª«¥âç â®© ¯«®áª®áâ¨ ç¨á« 
â ª, çâ®¡ë ª ¦¤®¥ ç¨á«® ¢áâà¥ç «®áì à®¢® ®¤¨ à §, ¨ çâ®¡ë «î¡ë¥ ¤¢  ç¨á«  ¨§ ®¤®© áâà®ª¨
¨«¨ ®¤®£® áâ®«¡æ  ¡ë«¨ ¢§ ¨¬® ¯à®áâë¬¨.

�®àæ¨ï 2.

2.1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬®¦¥áâ¢®  âãà «ìëå ç¨á¥« ¬®¦® à §¡¨âì   â ª¨¥ ¡¥áª®¥çë¥  à¨ä¬¥â¨-
ç¥áª¨¥ ¯à®£à¥áá¨¨ á à §®áâï¬¨ d1, d2, . . ., çâ® 1

d1
+ 1

d2
+ . . . < 0, 1.

2.2. �®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® M  âãà «ìëå ç¨á¥«, çâ® ª ¦¤®¥  âãà «ì®¥
ç¨á«® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¢ ¢¨¤¥ à §®áâ¨ ¤¢ãå ç¨á¥« ¨§ M .

2.3*. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬®¦® ®ªà á¨âì æ¥«®ç¨á«¥ë¥ â®çª¨ ¯«®áª®áâ¨ ¢ 2006 æ¢¥â®¢ â ª, çâ®¡ë   ª ¦-
¤®© ¯àï¬®© (  ª®â®à®© ¥ ¬¥¥¥ ¤¢ãå æ¥«ëå â®ç¥ª) à áªà áª  ¡ë«  ¯¥à¨®¤¨ç¥áª®©,   à áªà áª 
¯«®áª®áâ¨ ¥ ¡ë«  ¯¥à¨®¤¨ç¥áª®©.



�®¬¬¥â à¨¨, ãª § ¨ï ¨ à¥è¥¨ï.

�âã â¥¬ã ¬®¦® ª®à®âª® ®å à ªâ¥à¨§®¢ âì ª ª "ª®áâàã¨à®¢¨¥ ¡¥§ ï¢®£® ¯à¥¤êï¢«¥¨¥ ª®áâàãª-
æ¨¨". �®áâàãªæ¨ï áâà®¨âáï ¢ áç¥â®¥ ç¨á«® è £®¢. �¥è¥¨ï § ¤ ç ®ç¥ì ª®à®âª¨¥, ®¤ ª® ¯à¨¤ã¬ âì
¨å ¥¯à®áâ®. �à¥¡ã¥âáï ®¯à¥¤¥«¥ë©  ¢ëª, ®éãé¥¨¥ ¯à¨æ¨¯¨ «ì®© à §¨æë ¬¥¦¤ã ¢ á¢®©áâ¢ å
ª®¥çëå ¨ áç¥âëå ¬®¦¥áâ¢.

1.1. �¥è¥¨¥. �®ªà®¥¬ ã£«®¬ á ®¬¥à®¬ k ªàã£ à ¤¨ãá  k á æ¥âà®¬ ¢  ç «¥ ª®®à¤¨ â.

1.2. �¥è¥¨¥. �¥à¥ã¬¥àã¥¬ ª«¥âª¨. � ááâ ¢«ï¥¬ ç¨á«  1, 2, 3, . . . ¯® ¯®àï¤ªã ¯® á«¥¤ãîé¥¬ã ¯à -
¢¨«ã. �  ¯¥à¢®¬ è £¥ ¯®áâ ¢¨¬ ç¨á«® 1 ¢ ª«¥âªã á ®¬¥à®¬ n. �ãáâì ¯®á«¥ n è £®¢ ã¦¥ à ááâ ¢-
«¥ë ç¨á«  1, 2, . . . , n, ¨ ª«¥âª  k | ¥§ ïâ ï ª«¥âª  á ¬¨¨¬ «ìë¬ ®¬¥à®¬. �®áâ ¢¨¬ n + 1
¢ ª«¥âªã á ®¬¥à®¬ k, ¥á«¨ n + 1 ¯à®áâ®. � ç¥ ¯®áâ ¢¨¬ n + 1 ¢ «î¡ãî ª«¥âªã â ªãî, çâ® ¢
¥¥ áâà®ª¥ ¨ áâ®«¡æ¥ ¥é¥ ¥ à ááâ ¢«¥® ç¨á¥«. �¥à¥§ ¥áª®«ìª® è £®¢ ª«¥âª  á ®¬¥à®¬ k ¡ã¤¥â
§ ïâ , â ª ª ª ¯à®áâëå ç¨á¥« ¡¥áª®¥ç® ¬®£®.

2.1. �¥è¥¨¥. �®¤¡¥à¥¬ ¯à®£à¥áá¨¨ á à §®áâï¬¨ di = 2i+k ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥£® k.
�¯¨è¥¬ ¢ë¡®à ¯¥à¢ëå ç«¥®¢ ai. �ãáâì a1 = 1. �á«¨ a1, . . . , an ã¦¥ ¢ë¡à ë, â® ¯ãáâì an+1 |
 ¨¬¥ìè¥¥  âãà «ì®¥, ¥ ¢å®¤ïé¥¥ ¨ ¢ ®¤ã ¨§ ¯à®£à¥áá¨© (�®ç¥¬ã â ª®¥ ç¨á«®  ©¤¥âáï?
� ¤ ¦¥ áà¥¤¨ ¯¥à¢ëå dn ç¨á¥«?). � ª ª ª dn+1 ¤¥«¨âáï   d1, d2, . . . , dn, â® ¯à®£à¥áá¨ï á ®¬¥à®¬
n + 1 ¥ ¯¥à¥á¥ª ¥âáï á ã¦¥ ®¯à¥¤¥«¥ë¬¨ (�®ç¥¬ã?).

2.2. � ¡à®á®ª à¥è¥¨ï. �®«®¦¨¬ a1 = 1, a2 = 2. �ãáâì a1 < a2 < . . . < a2k ∈ M ã¦¥ ®¯à¥¤¥«¥ë ¨
â ª®¢ë, çâ® ¢ ¢á¥ à §®áâ¨ ¢¨¤  rij = aj − ai ¤«ï 1 ≤ i < j ≤ 2k à §«¨çë, ¨ áà¥¤¨ ¨å ¥áâì ç¨á« 
1, 2, . . . k.
�ãáâì Rk | ¬®¦¥áâ¢® à §®áâ¥© rij , ¨ mk | ¬ ªá¨¬ «ì®¥ ¨§ a1, a2, . . . , a2k.
�á«¨ Rk 6 3k + 1, â® ¯®«®¦¨¬ a2k+1 = 2mk, a2k+2 = 2mk + k + 1.
�á«¨ Rk 6 3k + 1, â® ¯®«®¦¨¬ a2k+1 = 2mk, a2k+2 = 4mk.
�®£¤  a1 < a2 < . . . < a2k < a2k+1 < a2k+2 ¨ â ª®¢ë, çâ® ¢ ¢á¥ à §®áâ¨ ¢¨¤  rij = aj − ai ¤«ï
1 ≤ i < j ≤ 2k + 2 à §«¨çë, ¨ áà¥¤¨ ¨å ¥áâì ç¨á«  1, 2, . . . k + 1.

2.3. �¥è¥¨¥. �¥à¥ã¬¥àã¥¬ ¯àï¬ë¥, á®¤¥à¦ é¨¥ ¡¥áª®¥ç®¥ ¬®¦¥áâ¢® æ¥«®ç¨á«¥ëå â®ç¥ª. �¥-
à¥ã¬¥àã¥¬ æ¥«®ç¨á«¥ë¥ ¢¥ªâ®àë. �  ¯¥à¢®¬ è £¥ ¯®ªà á¨¬ ¯¥à¢ãî ¯àï¬ãî ¯¥à¨®¤¨ç®,
¨á¯®«ì§ãï 2006 æ¢¥â®¢. �  i-¬ (i ≥ 2) è £¥ ¯®ªà á¨¬ ¯¥à¨®¤¨ç® i-î ¯àï¬ãî (íâ® ¢®§¬®¦®, â ª
ª ª ¤® i-£® è £    ¥© ¯®ªà è¥® ª®¥ç®¥ ç¨á«® â®ç¥ª),   § â¥¬  ©¤¥¬ ¤¢¥ ¥é¥ ¥ ¯®ªà è¥ë¥
â®çª¨, ®âáâ®ïé¨¥   ¢¥ªâ®à á ®¬¥à®¬ i− 1, ¨ ®ªà á¨¬ ¨å ¢ à §ë¥ æ¢¥â .
�§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¯à®æ¥¤ãàë ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ®ªà áª  ª ¦¤®© ¯àï¬®© ¯¥à¨®¤¨ç , ® ®ªà áª  ¯«®á-
ª®áâ¨ ¥¯¥à¨®¤¨ç , â ª ª ª ¥ á®¢¬¥é ¥âáï á¤¢¨£®¬ ¨   ª ª®© æ¥«®ç¨á«¥ë© ¢¥ªâ®à.


