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Îïðåäåëåíèå 1. Äâîéíûì îòíîøåíèåì ÷åòûð¼õ òî÷åê A, B, C è D íà ïðÿìîé íàçû-
âàåòñÿ ÷èñëî

(ABCD) =

−→
AC
−−→
BC

:

−−→
AD
−−→
BD

.

1. Äîêàæèòå, ÷òî
(a) (ABCD) = (BADC),
(b) (ABCD) + (ACBD) = 1,
(c) (ABCD) · (BACD) = 1,
(d) Ïóñòü (ABCD) = φ. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü (A′B′C ′D′), ãäå A′B′C ′D′ �

ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà òî÷åê ABCD?
2. (a) Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü (ABCD)?
(b) Ïóñòü íà ïðÿìîé äàíû òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè A, B è C, φ � íåêîòîðîå ôèêñèðî-

âàííîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî íà ýòîé ïðÿìîé ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ òî÷êà D
(âîçìîæíî, "áåñêîíå÷íî óäàë¼ííàÿ") òàêàÿ, ÷òî (ABCD) = φ.

3. Äîêàæèòå, ÷òî äâîéíîå îòíîøåíèå ÷åòâ¼ðêè òî÷åê ñîõðàíÿåòñÿ ïðè öåíòðàëüíîé
ïðîåêöèè.

4 (Òåîðåìû î áàáî÷êàõ). a) ×åðåç ñåðåäèíó M õîðäû PQ íåêîòîðîé îêðóæíîñòè ïðî-
âåäåíû äâå õîðäû AB è CD ýòîé îêðóæíîñòè. Ïóñòü AC è BD ïåðåñåêàþò PQ â òî÷êàõ
X è Y . Òîãäà M � ñåðåäèíà XY .

b) Íà îêðóæíîñòè äàíà õîðäà PQ, íà íåé � òî÷êè M è N , ïðè÷¼ì PM = QN . ×åðåç
òî÷êè M è N ïðîâåäåíû õîðäû AB è CD ýòîé îêðóæíîñòè. Ïóñòü AC è BD ïåðåñåêàþò
PQ â òî÷êàõ X è Y . Òîãäà PX = QY .

5. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A′, B′ è C ′ îñíîâàíèÿ åãî ñîîòâåòñòâóþùèõ
áèññåêòðèññ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P è Q òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AA' è B'C', CC' è A'B'.
Äîêàæèòå, ÷òî ∠ABP = ∠CBQ.

6. Äàí ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD ñ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè äèàãîíàëÿìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
E è F òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí AB è CD, BC è DA. Îáîçíà÷èì
÷åðåç L òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ åãî äèàãîíàëåé. Äîêàæèòå, ÷òî ∠ELB = ∠FLB.

Îïðåäåëåíèå 2. Ãàðìîíè÷åñêîé ÷åòâ¼ðêîé íàçûâàåòñÿ ÷åòâ¼ðêà òî÷åê A, B, C, D
òàêèõ, ÷òî (ABCD) = −1.

7 (Òåîðåìà î ïîëíîì ÷åòûð¼õñòîðîííèêå). Äàí ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABFI. Îáîçíà÷èì
÷åðåç G, E, C è D òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AF è IB, AI è BF , AB è GE, AB è IF
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà òî÷êè A, B, C è D îáðàçóþò ãàðìîíè÷åñêóþ ÷åòâ¼ðêó.

8. Íà ïëîñêîñòè äàí îòðåçîê AB è âûïóêëàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü R, ïåðåñåêàþùàÿ
ïðîäîëæåíèå îòðåçêà. Ïðîäëèòå ñ ïîìîùüþ îäíîé ëèíåéêè îòðåçîê AB çà îáëàñòü R ïðè
óñëîâèè, ÷òî â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ëèíåéêîé íå íàêðûâàåòñÿ íèêàêàÿ ÷àñòü îáëàñòè.

9. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A′ è A′′, B′ è B′′, C ′ è C ′′ îñíîâàíèÿ âíóò-
ðåííèõ è âíåøíèõ áèññåêòðèñ, ïðîâåä¼ííûõ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèí. Äîêàæèòå, ÷òî

(a) òî÷êè B, C, A′ è A′′ îáðàçóþò ãàðìîíè÷åñêóþ ÷åòâ¼ðêó.
(b) òî÷êè A′′, B′ è C ′ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
(c) òî÷êè A′′, B′′ è C ′′ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
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10. a) Èç òî÷êè A ê îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû äâå êàñàòåëüíûå AP è AQ. ×åðåç òî÷êó A
ïðîâåäåíà ïðîèçâîëüíàÿ ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ B è C, à õîðäó PQ
� â D. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A, B, C è D îáðàçóþò ãàðìîíè÷åñêóþ ÷åòâ¼ðêó.

b) Îáîçíà÷èì ñåðåäèíó PQ ÷åðåç M . Äîêàæèòå, ÷òî ∠PBD = ∠QBM .
11. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê ABC, êàñàåòñÿ ñòîðîíû AC â òî÷êå K, à

ñòîðîíû BC � â òî÷êå E. Îòðåçêè AE è BK ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå S. Äàííàÿ îêðóæíîñòü
âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò BK â òî÷êå M . Äîêàæèòå, ÷òî SM

SK
< 3.

12. Äàí ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E è F òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ åãî
ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí AB è CD, BC è DA. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ
åãî äèàãîíàëåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K ïðîåêöèþ òî÷êè L íà ïðÿìóþ EF . Äîêàæèòå, ÷òî
∠AKB = ∠CKD.
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