Определение: двудольный граф – граф, вершины которого можно разбить на два множества V1 и V2, так что любое ребро соединяет две вершины из разных множеств.
Наблюдение1.

Докажите, что граф является двудольным тогда и только тогда, когда в нем нет нечетных циклов. 

Наблюдение 2.

В каждой строчке и в каждом столбике таблицы 8*8 стоит ровно две фишки. Докажите, что их можно покрасить в черный и белый цвет так что в каждом столбике и в каждой строчке стоят разноцветные фишки.

Наблюдение 3.

20 школьников решали 20 задач. Каждый решил ровно две задачи, и каждую задачу решили ровно два школьника. Докажите, что можно организовать разбор задач так что каждый школьник расскажет одну из решенных им задач и все задачи будут рассказаны.

Лемма Холла
Лемма Холла. Есть n юношей и несколько девушек. Тогда все юноши могут выбрать по девушке из числа своих знакомых тогда и только тогда, когда любому набору из k юношей в совокупности знакомы не менее k девушек

Задача 0.

Доказать лемму Холла.

Упражнения, решаемые с помощью леммы Холла:

Упражнение 1

Есть n юношей и n девушек. Некоторые из них знакомы между собой. Докажите, что их можно разбить на n пар знакомых девушек и юношей, если каждый юноша знает ровно k девушек, каждая девушка знает ровно k юношей
Упражнение 2.

В каждой строчке и в каждом столбике таблицы 8*8 стоит ровно n фишек. Докажите, что их можно покрасить в n цветов так что в каждом столбике и в каждой строчке стоят разноцветные фишки.

Упражнение 3.

Прямоугольник m*n (m<n) называется латинским прямоугольником если он заполнен натуральными числами от 1 до n так, что в каждом столбике и каждой строчке стоят разные числа. Докажите, что латинский прямоугольник можно дополнить до латинского квадрата. 
Упражнение 4.

Квадратный лист бумаги разбит на сто многоугольников одинаковой площади с одной стороны и на сто других той же площади с обратной стороны. Докажите, что этот квадрат можно проткнуть ста иголками так, что каждый из двухсот многоугольников проткнут по разу.
Упражнение 5.

Пусть Е – конечное множество, F={E1, E2,…, En} – набор его подмножеств. Множество S ={s1, s2,…, sn} все точки в котором различны, такое что 
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Ei назовем выборкой. Докажите что выборка cуществует тогда и только тогда, когда объединение любых 0<k<n+1 элементов F содержит не менее k элементов E.
Упражнение 6.
Докажите, что ребра двудольного графа, степень каждой вершины которого равна k, можно правильно раскрасить в k цветов (из каждой вершины должны выходить ребра всех цветов по одному разу).

Упражнение 7

Из шахматной доски вырезали 7 клеток. Докажите, что на оставшиеся клетки можно поставить 8 не бьющих друг друга ладей.
Задача 1.

В школу «Хогвартс» поступило 24 первокурсника. Известно, что в Гриффиндоре учатся храбрые, в Когтевране – умные, в Пуффендуе – старательные, а в Слизерине – хитрые. Каждый первокурсник обладает ровно двумя этими качествами, и все качества встречаются одинаковое число раз. Докажите, что Распределительная Шляпа сможет поровну поделить первокурсников на факультеты.

Задача 2.

Лемма Холла для арабских стран(. Среди n юношей и нескольких девушек некоторые юноши знакомы с некоторыми девушками. Каждый юноша хочет жениться на m знакомых девушках. Докажите, что они могут это сделать тогда и только тогда, когда для любого набора из k юношей количество знакомых им в совокупности девушек не меньше km.

Задача 3.
а) Изменим формулировку теоремы Холла: теперь известно, что любые k юношей знакомы по крайней мере с k ( d девушками. Докажите, что тогда хотя бы k ( d юношей могут выбрать себе невесту из числа знакомых.
Задача 4. 

В прямоугольнике m×n расставлены числа от 1 до m так, что каждое  из них встречается ровно n раз. Докажите, что можно осуществить такую перестановку в каждой строчке, чтобы все числа встречались по одному в каждом столбце.

Задача 5.
В лотерее есть n различных шаров, которые выпадают по очереди. Лотерейный билет считается выигравшим, если в нем хотя бы один из шаров записан на том же месте, что и в выпавшей последовательности. Какое наименьшее число билетов нужно купить, чтобы точно выиграть?
Задача 6.
Есть n юношей и не меньше 2n–1 девушки. Докажите, что можно поженить всех юношей так, что всякий юноша, женившийся на незнакомке, не знает чужих жен. Причем с меньшим количеством девушек может не получиться так переженить
Задача 7.
На конференцию приехали 300 математиков, каждый знает 3 языка из 5 разрешенных на конференции. Докажите, что их можно разбить на три секции по 100 человек, говорящих на одном языке.
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